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Max Planck zum sechzigsten Geburtstage. 


Von Geheimrat Prof. Dr. 


Plancks sechzigster Geburtstag bietet der deut- 
schen Physik eine erwiinschte Gelegenheit, sich 
bewuBt zu werden, wie viel sie diesem klaren und 
kühnen Geiste verdankt. Unter dem Einfluß 
seiner großen Entdeckung, der Quantentheorie, 
die er uns an der Schwelle des zwanzigsten Jahr- 
hunderts beschert hat, gestaltet sich die Physik 
unseres Jahrhunderts in steigendem Maße zu 
einer ‘Physik der Quanten. Wir sehen heute 
klar, daß die feinsten Fragen der Atomistik und 
die allgemeinsten Eigenschaften der Materie in 
dem Planckschen Quantenbegriff wurzeln; kein 
Kundiger wird im Zweifel darüber sein, daß er 
das Plancksche Wirkungsquantum, neben der 
Lichtgeschwindigkeit, der Gravitationskonstanten 
und neben der Ladung und Masse des Elektrons, 
zu den wichtigsten Naturkonstanten der heutigen 
Wissenschaft zu zählen hat. 

Max Planck ist geboren zu Kiel 
23. April 1858. Sein Vater, ein angesehener 
Professor der Rechte, wurde 1867 von Kiel an 
die Universität München berufen und spielte da- 


am 


selbst als Vertrauensmann seiner Kollegen im 
Verwaltungsausschuß der Universität bis zu 
seinem Lebensende eine bedeutsame Rolle. Auch 


ein Oheim Plancks war Jurist: der ehrwürdige, 
früh erblindete Schöpfer des Deutschen Bürger- 
lichen Gesetzbuches, Professor der Rechte in 


Göttingen. Der Großvater dieser Plancks wirkte 
ebenfalls an der Universität Göttingen; ur- 
sprünglich schwäbischer Geistlicher, wurde er 


dorthin als Professor der Theologie berufen. 
Max Planck hat nicht nur seine Jugend in 
München verlebt, sondern vollendete hier auch 
seine Universitätsstudien und war 1880 bis 1885 
Privatdozent der theoretischen Physik an der 
Münchener Universität. Bei seiner Berufswahl 
soll er geschwankt haben zwischen. Physik und 
Musik. Wir dürfen uns heute beglückwünschen, 
daß er die Physik endgültig zur Lebensaufgabe 


gewählt hat. Die Musik ist ihm ohnehin als 
Quelle der Erfrischung und Verjüngung nach 
arbeitsreichen Stunden unverloren geblieben. 


Einen literarischen Niederschlag seiner tiefgehen- 
den musikalischen Interessen haben wir in der 
Abhandlung (24)*) über das rein gestimmte Har- 
monium. Planck spielt nicht nur meisterhaft 
Klavier, sondern beherrscht auch jenes vieltastige, 
auf Veranlassung von Helmholtz gebaute und im 
physikalischen Institut der Berliner Universität 
aufgestellte Harmonium. Ein anderer Jungborn 
ist ihm die Bergwelt; Planck hat bisher jeden 


1) Diese Zahlen, ‚beziehen sich auf das nachfolgende 
Verzeichnis der Publikationen. 


A. Sommerfeld, München. 


Sommer große und schwierige Bergbesteigungen 
unternommen. 

Die wissenschaftliche Persönlichkeit Plancks 
wurzelt in der Thermodynamik. Schon seine 
Dissertation (1), München 1879, ist dem zweiten 
Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie ge- 
widmet. Er unterscheidet hier die physikalischen 
Prozesse in solche, für die die Natur eine Vor- 
liebe hat (irreversible Prozesse) und solche, gegen 
die sie sich indifferent verhält (reversible Pro- 
zesse). In einer späteren Arbeit (25) bezeichnet 
er als Kern des zweiten Hauptsatzes geradezu 
die Tatsache, daß es überhaupt irreversible Pro- 
zesse gibt. Die Dissertation des Einundzwanzig- 
jährigen macht einen ausgesprochen jugendlichen 
und enthusiastischen Eindruck und zeichnet den 
Weg vor, auf dem sich Plancks Gedankengänge 
für mehr als ein Jahrzehnt bewegen sollten. 

Auch die Habilitationsschrift (2), München 
1880, „Gleichgewichtszustände isotroper Körper 
in verschiedenen Temperaturen“, betrifft die 
Thermodynamik, ebenso wie die ganze Folge von 
Arbeiten bis zum Jahre 1893, (3) bis (23), unter 
denen die vier großen Abhandlungen „Über das 
Prinzip der Vermehrung der Entropie“ (8), (9), 
(10), (20) hervorzuheben sind. Als Göttinger 
Preisschrift gekrönt wurde die Monographie: 
„Das Prinzip der Erhaltung der Energie“ (7). 
Ursprünglich im Ladenburgschen Handwörter- 
buch der Chemie und dann als selbständige 
Schrift erschien 1893 der „Grundriß der allge- 
meinen Thermochemie“ (26). 

Plancks thermodynamische Arbeiten gehen in 
erster Linie auf die Klärung der Begriffe und 
verfolgen vielfach die , methodischen Fragen 
(54), (56): Wieviel läßt sich aus der reinen 
Thermodynamik, also mit apodiktischer Gewiß- 
heit ableiten? An welchen Stellen treten neue 
Hypothesen physikalischen oder chemischen Ur- 
sprungs hinzu? Sind idealisierte Prozesse, die 
mit unwirklichen Zuständen operieren, thermo- 
dynamisch beweiskräftig? Um den Inhalt der 
thermodynamischen Hauptsätze auszuschöpfen, 
bevorzugt Planck, ebenso wie Gibbs, die Methöde 
der thermodynamischen Potentiale gegenüber der 
Verwendung eigens ersonnener Kreisprozesse, die 
in den Darstellungen der Chemiker vorwiegen. 
Offenbar entspricht der axiomatische Charakter 
des thermodynamischen Schlusses in besonderem 
Maße Plancks intellektuellen Neigungen. 

Von seinem allgemeinen thermodynamischen 
Standpunkte aus wurde Planck mit Notwendig- 
keit zu den ‚wichtigsten Errungenschaften der 
physikalischen Chemie hingeleitet, die, auf ganz 
anderen Wegen gewonnen, eben damals hervor- 
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schossen. Planck leitete das Massenwirkungsge- 
setz von Guldberg und Waage für gasförmige 
Systeme ab (9), (10), er beleuchtete die Theorie 
der verdünnten Lösungen von Van’t Hoff, faßte 
den Begriff des osmotischen Druckes thermo- 
dynamisch (10), (16) und er wurde, von den 
Tatsachen der Dampfspannungs- und Gefrier- 
punktserniedrigung und in konsequenter Verfol- 
gung thermodynamischer Forderungen, auf die 
Dissoziationstheorie geführt. Sein Verhältnis zu 
den gleichzeitigen Arbeiten von Arrhenius, die 
in bezug auf das Tatsachenmaterial natürlich 
viel weiter gingen, schildert er selbst (12) wie 
folgt: „Inzwischen ist von 8. Arrhenius ein Auf- 
satz über die Dissoziation der in Wasser gelösten 
Stoffe erschienen, in welchem der Verfasser ganz 
denselben Gedanken ausspricht und für eine 
Reihe wässriger Lösungen nach verschiedenen 
Richtungen durchführt. Wenn auch die Grund- 
lage seiner Ausführungen: die durchgreifende 
Analogie, die er für das Verhalten des osmoti- 
schen Druckes in verdünnten Lösungen mit dem 
des Druckes vollkommener Gase festsetzt, wohl 
noch nicht den Rang eines vollgültigen Beweises 
beanspruchen dürfte, so scheint mir doch der 
Umstand, daß ganz unabhängig von den rein 
theoretischen Erörterungen die nämlichen Ideen 
von ehemischer Seite angeregt und durch die ver- 
schiedenartigsten Gründe unterstützt werden, ein 
Anzeichen dafür zu sein, daß auch in diesem 
Falle wieder die Forderungen des zweiten Haupt- 
satzes der Wärmetheorie mit der Zeit eine durch- 
gehende Anerkennung finden werden.“ 

Als Abschluß seiner thermodynamischen Pe- 
riode hat uns Planck in seinen „Vorlesungen über 
Thermodynamik“ 1897 das zuverlässigste und 
durchdachteste Lehrbuch dieser Wissenschaft ge- 
schenkt; der große Einfluß desselben auf Physi- 
ker und Chemiker geht schon aus der Anzahl 
seiner Auflagen (5. Auflage 1917) hervor. Unter 
Ausschaltung aller statistischer und kinetischer 
Vorstellungen verfolgt es den thermodynamischen 
Gedanken in größter Reinheit bis zu seiner 
jüngsten Wendung im Nernstschen Wärme- 
theorem. Vielleicht darf bei dieser Gelegenheit 
angemerkt werden, daß die einfache und am wei- 
testen gehende Fassung dieses Theorems (Ver- 
schwinden der Entropie im absoluten Null- 
punkte), die Planck 1910 in der dritten Auflage 
der Thermodynamik zuerst veröffentlicht hat, 
dem Schreiber dieser Zeilen schon von Minkowski 
kurz vor dessen Tode mitgeteilt wurde. 

Auf die Grenze zwischen der thermodynami- 
schen und der elektrodynamischen Periode 
Plancks fiel der Streit um die Energetik und 
ihr Verhältnis zur Mechanik (Lübecker Natur- 
forscherversammlung 1895). Neben dem eigent- 
lichen Rufer im Streit, Boltzmann, hat auch 
Planck eine scharfe Absage „Gegen die neuere 
Energetik“ (29) verfaßt. Wenn auch seinen ur- 
sprünglichen thermodynamischen Neigungen die 
Voranstellung des Energiebegriffes zusagen 


| Die Natur- 
wissenschafte: 
mußte (7), so konnte doch seinem klaren Urteil 
die mathematische und logische Schwäche der 
energetischen Ansprüche nicht entgehen. Dies: 
Stellungnahme Plancks im Jahre 1896 ist um so 
bemerkenswerter, als er damals den Übergang zu: 
atomistisch-statistischen Denkweise innerliel 
noch nicht vollzogen hatte. Später hat ja gerad: 
Planck wie kein anderer für die Verbreitung und 
Vertiefung der Boltzmannschen statistischen 
Ideen gewirkt, insbesondere durch die Berech 
nung der Konstanten & des Boltzmannschen 
Prinzips aus den strahlungstheoretischen Daten 
und durch seine klassisch-einfache Ableitung der 
Zustandsgleichung idealer einatomiger Gase aus 
dem H-Theorem (55), die in dem Lehrbuch de: 
Wärmestrahlung an bevorzugter Stelle als Vor 
bild für die Ableitung des Strahlungsgesetzes 
aufgenommen worden ist. 

Planck hatte 1885 bis 1889 die theoretisch« 
Physik in seiner Vaterstadt Kiel vertreten und 
war dann durch das besondere Vertrauen von 
Helmholtz, der die Bedeutung des jungen Ge 
lehrten früh erkannte, als Nachfolger Kirchhoff: 
an die Berliner Universität berufen worden. 

Inzwischen hatte, durch Maxwell und Hertz 
verjüngt, die Elektrodynamik die führende Roll: 
in der Naturerkenntnis übernommen. An 
schließend an die Arbeiten Willy Wiens stellt 
sich Planck das Programm, auf dem Gebiete deı 
Strahlungstheorie die Elektrodynamik mit den 
thermodynamischen Prinzipien zu durchdringen 
Dies Programm hat er, vom Jahre 1896 ab, mit 
seltenem Zielbewußtsein und Erfolge durchge 
führt. Die ganze Reihe der Abhandlungen, (31 
bis (50), dienen ausschließlich dieser als notwen 
dig und zeitgemäß erkannten Entwicklungsphas: 
des wissenschaftlichen Gedankens. Es ist ein 
Beispiel wissenschaftlicher Konzentra 
tion, wie Planck während einer Reihe von Jahren 
nicht rechts und links blickend, sein Ziel im 
Auge behielt. Die gleichzeitigen Messungen deı 
Physikalisch-technischen Reichsanstalt gaben ihm 
dabei die Möglichkeit, seine theoretischen 
Ergebnisse an der Erfahrung zu prüfen. Das 
Endresultat war, das Gesetz der ‚schwarzen 
Strahlung“, der ,,Energieverteilung im Normal- 
spektrum“ (43), (49), das seitdem als ,,Planck- 
sches Strahlungsgesetz“ weltberühmt geworden 
ist und sich bei allen späteren Strahlungs- 
messungen «länzend bewährt hat. 

Der Weg, der zur Entdeckung des Strahlungs- 
gesetzes geführt hat, war kein ganz gerader 


schönes 


Planck glaubte zunächst, aus seiner Theorie auf 


das vorher von W. Wien aufgestellte Strahlungs- 
gesetz schließen zu sollen, welches nur einen 
Grenzfali (für tiefe Temperaturen oder kleine 
Wellenlängen) des allgemeinen Strahlungsge- 
setzes darstellt. Der andere Grenzfall (für hohe 
Temperaturen oder große Wellenlängen) die 
sogen. Rayleighsche Strahlungsformel, die sich 
vom Standpunkte der statistischen Theorie 


eigentlich zuerst hätte darbieten sollen, lag da- 
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mals Planck (ebenso wie Wien) fern und wurde 
erst durch die Messungen der Reichsanstalt 
(Lummer-Pringsheim und Rubens-Kurlbaum) zu 
Ansehen gebracht. „Der wichtigste und zugleich 
schwierigste Punkt der Untersuchung lag in dem 
Nachweis, daß eine durch den jeweiligen physi- 
kalischen Zustand des Systems vollkommen be- 
stimmte Größe existiert, welche die Eigenschaft 
besitzt, bei allen in dem System sich abspielen- 
len Vorgängen sich immer nur in einem be- 
stimmten Sinne zu ändern, also, je nach der De- 
finition ihres Vorzeichens, immer nur zu wachsen 
oder immer abzunehmen. Sobald eine derartige 
Funkion des Zustandes sich angeben läßt, ist 
zugleich auch der Nachweis geliefert, daß die 
physikalischen Vorgänge in dem System ein- 
seitig, irreversibel verlaufen, und daß sie bestän- 
dig einem gewissen Endzustand, dem stationären 
Zustand, zustreben, welcher erreicht ist, wenn 
jene Funktion ihr absolutes Maximum bzw. Mi- 
nimum annimmt“ (49). Es ist verständlich, daß 
das Suchen nach dem elektrodynamischen Ana 


logon der thermodynamischen Entropie zunächst - 


ein Tasten zwischen verschiedenen Möglichkeiten 
sein mußte und der Unterstützung durch die Er- 
fahrung bedurfte. Immerhin waren durch 
Plancks konsequente Durchforschung des Ge- 
bietes die Möglichkeiten so eingeschränkt, daß er 
gewissermaBen mit dem zweiten Griff die end- 
giltige Lösung faBte. 

Noch wichtiger aber, als das Strahlungsgesetz 
selbst, sollte die Deutung werden, die Planck kurz 
larauf in einem Vortrag in der Deutschen Phy- 
sikalischen Gesellschaft am 14. Dezember 1900 
(46), (47) der Ableitung des Strahlungsgesetzes 
ıntergelegt hat. In der Tat: Dieses Datum ist 
ler Geburtstag der Quanten, zunächst der Ener- 
giequanten. Planck teilt die Strahlungsenergie 
les Schwingungsbereiches (v, dv) in Einheiten 
on der Größe hv und wendet auf diese die ab- 
zählenden Methoden Bolizmanns an. Damit war 
ler Wissenschaft eine Aufgabe gestellt, die sie 
noch lange in Atem halten wird, die Aufgabe, 
die Forderung der Statistik nach einer scheinbar 
liskontinuierlichen Energiestruktur zu ver- 
söhnen mit der durchaus kontinuierlichen Aus- 
breitung der Energie im gesamten Erfahrungs- 
gebiete der Elektrizität und ganz besonders in 
lem der Optik. 

Die Quanten führten zunächst ein ziemlich 
stilles, auf das Gebiet der Wärmestrahlung zu- 
rückgezogenes Dasein. Planck selbst wandte sich 
fürs erste anderen Arbeitsgebieten zu, auf die 
wir noch zurückkommen werden, und kehrte erst 
zehn Jahre später, im Jahre 1911, zu den Quan- 
ten zurück. Offenbar fühlte er das Bedürfnis, 
zunächst den nötigen Abstand und eine größere 
Unbefangenheit gegenüber seinen bisherigen’ Ge- 
dankengängen zu gewinnen. Diese selbst stellte 
er 1906 in musterhafter Weise dar in seinen 
„Vorlesungen über die Theorie der Wärmestrah- 
tune“ (68). Wir verfolgen hier zunächst in 
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kurzer Übersicht die Entwicklungsgeschichte der 
Quanten, wie sie sich, anfangs unabhängig von 
Planck, sodann unter dem Einfluß seines Ein- 
greifens vollzogen hat. 

Neues Leben bekamen die Quanten durch 
kinstein 1907. Er übertrug die Temperaturab- 
hängigkeit der Planckschen Resonatorenergie auf 
den Wärmeinhalt der festen Körper überhaupt 
ind konnte dadurch die Anomalien in der spezi- 
fischen Wärme der Körper befriedigend dar- 
stellen. Seitdem haben sich die Quanten überall 
bewährt, wo es die Erforschung der physikali- 
schen Erscheinungen bei tiefen Temperaturen 
galt. Zunächst auf dem Gebiete der festen Kör- 
per in den großen Untersuchungen von Nernst 
über die spezifischen Wärmen, sodann in der 
Gastheorie bei der quantenhaften Entartung des 
zweiatomigen Wasserstoffs zu einem einatomigen 
Gase. Aber auch die Entartung des elektrischen 
Widerstandes (die Hyperkonduktibilität der Me- 
talle) und die Änderung der magnetischen Eigen- 
schaften der Körper bei tiefsten Temperaturen 
weisen, wenn auch in vorläufig noch dunkler 
Form, die Wirksamkeit der Quanten auf. 

Die universelle Bedeutung der Quanten wurde 
deutlicher, als weiterhin auch die reinen Strah- 
lungsphänomene, unabhängig von jeder Tempe- 
raturskala, ihren Zusammenhang mit den Planck- 
schen Quanten zeigten. Das erste Beispiel lie- 
ferte der lichtelektrische Effekt (Einstein 1905) 
und im Röntgengebiete die sekundären Kathoden- 
strahlen. Auch die Stokessche Regel der Fluores- 
zenz konnte Einstein durch die Quantenvorstel- 
lung verständlicher machen. Stark wurde durch 
die Quantentheorie zu fruchtbaren experimen- 
tellen Fragestellungen angeregt. In der Aus- 
beute der photochemischen Reaktionen zeigten 
sich die Energiequanten ebenfalls an. Daß die 
Härte der Réntgenstrahlen durch Quantenge- 
setze geregelt wird, ist lange vermutet und heut- 
zutage dadurch sichergestellt, daß das Wirkungs- 
quantum Ah mit großer Schärfe aus der kurz- 
welligen Grenze des Röntgenspektrums experi- 
mentell bestimmt werden kann. 

Im Verlaufe dieser Untersuchungen war der 
Nachdruck mehr und mehr verschoben von den 
Energiequanten hv auf das Wirkungsquantum A. 
Hier nun griff Planck, dessen Augenmerk von 
jeher mehr auf Erfassung der prinzipiellen Zu- 
sammenhänge als auf Erklärung der einzelnen 
Erfahrungstatsachen gerichtet war, in die Quan- 
tendiskussion erneut ein. In seinem Vortrage 
(90) auf dem Solvay-Kongreß 1911 faßte er das 
Wirkungsquantum als den Elementarbereich der 
Wahrscheinlichkeit in der Zustandsebene (p, q) 
des Resonators auf und gewann von hieraus (95) 
einen direkten Zugang zum Nernstschen Warme- 
theorem und zur Nullpunktsentropie der Gase 
(110). Zugleich ging er von seiner Hypothese 
der Quantenabsorption und -emission über zu der 
neuen Quantenhypothese: kontinuierliche Ab- 
sorption verbunden mit diskontinuierlicher Quan- 
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tenemission (88), (89). Diese „zweite Plancksche 
Quantenhypothese“ ergab sich als einziger Aus- 
weg aus den logischen und erfahrungsmäßigen 
Schwierigkeiten, welche mit der ungeteilten Ab- 
sorption eines ganzen Energiequantums, insbe- 
sondere im Réntgengebiete und im optischen Ge- 
biete bei starker Verdiinnung der Lichtenergie, 
verbunden waren. Der zweiten Quantenhypothese 
entspricht die zweite Auflage der „Wärmestrah- 
lung“ 1913, in der der neue Standpunkt konse- 
quent durchgeführt wird. Die Akten über die 
neue Quantenhypothese sind noch nicht ge- 
schlossen und werden auch von Planck nicht als 
abgeschlossen angesehen. Viele Physiker neigen 
nach dem Grundsatz ,,credo quia absurdum“ 
mehr der ursprünglichen Quantenhypothese zu, 
während sie die. neue Quantenhypothese als einen 
abgeschwächten Kompromiß ansehen. Man darf 
aber nicht übersehen, daß die neueste Evolution 
der Quantentheorie im Bohrschen Atommodell 
auffallende Züge gemein hat mit der zweiten 
Planckschen Hypothese, niimlich die Strahlungs- 
freiheit des Oszillators (oder Rotators) in seinem 
allgemeinen Verhalten und die diskrete Quan- 
tenausstrahlung in besonderen Zustinden; auch 
die Nullpunktsenergie, aus der in der zweiten 
Planckschen Hypothese die diskrete Emission ge- 
speist werden muß, findet eine gewisse Bestäti- 
gung in dem Verhalten Bohrscher Atome und in 
ihrer von der Temperatur unabhängigen inneren 
Eigenbewegung. Übrigens hat Planck neuer- 
dings das Hilfsmittel seines Oszillators bei der 
Untersuchung der schwarzen Strahlung aufge- 
geben und bevorzugt das der Wirklichkeit näher- 
stehende Bild des Rotators (106), (113), (114), 
mit welchem er die für die Quantentheorie 
charakteristischen Beobachtungen gewisser Ab- 
sorptionsbanden diskutieren kann. 

Die ganze Bedeutung der Quantentheorie für 
die Grundtatsachen der Physik und Chemie 
wurde aber erst 1913 klar, als. Niels Bohr seine 
Theorie der Spektren und der Atome veröffent- 
lichte. Wir wollen gewiß nicht den Anteil der 
Rutherfordschen Kerntheorie an dem Erfolge des 
Bohrschen Modelles unterschätzen und noch we- 
niger die eigenen Leistungen Bohrs. Aber als 
eigentliches Fundament der Bohrschen Theorie 
müssen wir doch die Plancksche Quanten- 
schöpfung ansehen. In dieser Überzeugung habe 
ich als Titel meiner diesbezüglichen Annalenarbeit 
absichtlich gewählt: „Zur Quantentheorie der 
Spektrallinien“ und ich war angenehm über- 
rascht, denselben Titel über der zurzeit letzten 
Arbeit aus der Feder Bohrs zu lesen: „On the quan- 
tum theory of spectral lines“. Durch die Bohrsche 
Theorie wird die früher rätselhafte Ryüberg- 
Ritzsche Konstante auf das Plancksche h zurück- 
geführt, wird der Aufbau der Atome quantenhaft 
begründet und: die spektrale Ausstrahlung als 
Quantenemission erkannt. In den ersten Zeiten 
der Quantentheorie stellte man wohl die Auf- 
gabe, das Plancksehe, A: aus den Tatsachen: des 
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wissenschaften 
Atomismus zu verstehen. Wir sehen jetzt deut- 
lich, daß die Aufgabe umzukehren ist: ‚Man 
soll nicht das h aus den Abmessungen der Atome 
ableiten, sondern man soll die Existenz der 
Atome als Folge der Existenz des Wirkungsquan- 
tums ansehen“ (wie ich 1911 auf dem Solvay 
Kongreß aussprach). . 

Uber Bohr hinausgehend hat Planck selbst 
(104), (107) im Jahre 1916 gleichzeitig und in 
voller Übereinstimmung mit dem Verfasser dieser 
Zeilen diejenige allgemeine Formulierung deı 
Quantengesetze für Systeme mehrerer Freiheits 
erade entwickelt, die zur feineren Theorie der 
Spektren erforderlich ist. Der allgemeine Stand- 
punkt von der Überlegenheit des Wirkungsquan 
tums über die Energiequanten bewährt sich da 
bei vollständig; an die Stelle der Phasenebene 
(p, q) und ihrer Wahrscheinlichkeitsbereiche tritt 
der Phasenraum und seine Strukturierung; die 
Energiequanten gibt es nurmehr im Spezialfalle 
des periodischen Oszillators. Seitdem hat sich 
das Anwendungsgebiet der Quanten ins Un 
«begrenzte erweitert. Es genüge, an die elektrische 
Zerlegung der Spektrallinien (Starkeffekt) und 
an die diskontinuierlich auftretenden Geschwin 
digkeiten der ß-Strahlen zu erinnern. Diese Er 
scheinungen bleiben ohne die Quantentheorie un- 
verständlich, werden aber durch dieselbe nach 
Epstein bis in alle numerischen Einzelheiten wie 
dergegeben. Wenn die Welt erst wieder zu wis 
senschaftlicher Sammlung Zeit und Ruhe finden 
wird, sehen wir den größten wissenschaftlichen 
Überraschungen entgegen, die aus der Verbindung 
von Quantentheorie und Atomismus erwachsen 
werden. 

Als die Lauesche Entdeckung bekannt wurde, 
hat sich mancher gewundert, daß eine neue Fun- 
damentaltatsache auf dem Boden der klassischen 
Optik gewonnen werden konnte, die mit Licht- 
quanten nichts zu tun hatte. Die Sache änderte 
sich aber bald. Es war nur nötig, nach der 
Laueschen Methode das Spektrum der Röntgen 
strahlen zu entwerfen, um darin die deutlichen 
Spuren der Quanten zu erkennen: in der Serien- 
und Dublettanordnung der Réntgenlinien und 
in der ultravioletten Grenze des kontinuierlichen 
Röntgenspektrums. Seit dieser Erkenntnis wissen 
wir, daß auch die inneren Teile der Schweratome, 
in denen die Réntgenstrahlen entstehen, von 
Quantengesetzen beherrscht werden, daß die Quan 
tentheorie den Atomismus bis ins Innerste durch 
dringt. 

Wir gehen von der Gegenwart und Zukunft 
der Quantentheorie zurück zu demjenigen Zeit 
punkte, da der Schöpfer dieser Theorie sein« 
Arbeit daran vorübergehend unterbrach. Er 


wandte zunächst seine für die Strahlung ausge- 
arbeiteten Methoden auf die gewöhnliche Optik 
an. So erörterte er die Natur des weißen Lichtes 
(52), ergänzte die Drudesche Theorie der Disper: 
sion. nach Seiten der Strahlungsdämpfung und 
des molekularen Aufbaus der Materie (51), (62) 
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ging auf die Metalloptik im Anschluß an die Ver- 
suche von Hagen und Rubens ein (60) und er- 
weiterte seine bzw. Boltzmanns Ableitung der Zu- 
standsgleichung der idealen Gase auf den Fall 
Van der Waalsscher Gase mit Eigenvolumen (78). 

Besonders lebhaft und erfolgreich aber be- 
schäftigte ihn in dieser Zwischenzeit, in der die 
Arbeit an der Quantentheorie ruhte, die neue 
Lehre der Relativität von Raum und Zeit. „Ein 
physikalischer Gedanke von der Einfachheit und 
Allgemeinheit, wie der in dem Relativitätsprinzip 
enthaltene, verdient es, auf mehr als eine einzige 
(rt, geprüft zu werden“ (67). Planck beschäf- 
tigte sich zunächst mit der allgemeinen relati- 
vistischen Form der mechanischen Grundgleichun- 
zen, die er vor Minkowski aufstellte (67), disku- 
tierte die Kaufmannschen Messungen als Ent- 
scheidung für oder wider das Relativitätsprinzip 
(69), (71) und trat schließlich mit der großen 
\rbeit „Zur Dynamik bewegter Systeme“ (74) 
vollständig auf den Boden der neuen Lehre. 
Charakteristisch für die Denkweise Plancks ist 
's, wie er hier — unter Erweiterung der Disser- 
tation seines Schülers v. Mosengeil — die thermo- 
Iynamischen Begriffe mit dem Relativitätsprin- 
zip verbindet; eine allgemeine Dynamik ist nach 
Planck ohne die Thermodynamik unvollständig. 
\uch die Quantentheorie spricht in dieser viel- 
seitigen und tiefen Arbeit ein Schlußwort, in- 
lem sich die Wirkungsgröße als allgemeine rela- 
tivistische Invariante ergibt. Er kann daher 
den bedeutungsvollen Satz formulieren: ‚Einer 
jeden Veränderung in der Natur entspricht eine 
bestimmte, von der Wahl des Bezugssystems un- 
ıbhängige Anzahl von Wirkungselementen.“ 
Wiederholt ist er später in allgemeinen, for- 
menschönen Vorträgen auf die Relativitätstheorie 
zurückgekommen, so in den Columbia-Vorlesun- 
gen (82) und bei der Königsberger Naturforscher- 
gesellschaft (84). 

Auch sonst hat Planck in den letzten Jahren 
wiederholt in öffentlichen Reden die neuesten 
Fragen der physikalischen Erkenntnis in wirkungs- 
voller und allgemeinfaBlicher Form behandelt, 
die Quantenhypothese, die Statistik, das Nernst- 
sche Wärmetheorem, so namentlich in seinem 
Rektoratsjahre und in seiner Stellung an der Ber- 
iner Akademie (93), (96), (101), (111). Seine 
didaktische Seite und seine Tätigkeit als ge- 
wissenhafter Hochschullehrer kommt zur Geltung 
in dem jüngst erschienenen elementar gehaltenen 
Mechanik-Lehrbuche (108). é 

Wer jemals mit Planck amtlich oder literarisch 
zu tun hatte, hat die unbeirrbare, wohlwollende 
Sachlichkeit seines Urteils, die Zuverlässigkeit 
ınd Klarheit seines Wesens tief empfunden. Nur 
einmal sahen wir ihn aus seiner sachlichen Zu- 
rückhaltung heraustreten und eine fast leiden- 
schaftliche Polemik aufnehmen, in der Aussprache 
mit Ernst Mach über die Erkenntnistheorie der 
Naturwissenschaften (80), (85). Hier galt es für 
Planck das Recht der physikalischen Forschung 
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auf freie Hypothesenbildung, den Glauben an die 
Einfachheit und Schénheit der Naturgesetze, die 
Gesundheit der physikalischen Weltanschauung 
zu verteidigen gegeniiber einer Philosophie, die 
die Naturgesetze zu bloßen funktionalen .Abhän- 
gigkeiten ohne kausale Färbung heruntersetzen 
und die Naturwissenschaft, nur als eine „ökono- 
mische Anpassung unserer Gedanken an unsere 
Empfindungen“ hinstellen wollte. Daß diese 
Philosophie gerade von einem so bedeutenden und 
universellen Naturforscher wie Mach vertreten 
wurde, konnte Plancks sachliches Urteil von ihrer 
Unfruchtbarkeit nicht schwächen. 

Eine peinlich genaue Zeiteinteilung, ein ge- 
regelter Wechsel zwischen Arbeit und Erholung, 
völlige Ausspannung in jedem Jahr während 
mehrerer Ferienwochen, zusammen mit einer vor- 
nehmen und scheinbar kühlen Zurückhaltung 
haben Planck trotz der eminenten Leistungen 
seines schaffenden Geistes vor jeder Überarbei- 
tung bewahrt und ihm die jugendliche Elastizität 
des Körpers und Geistes erhalten. Sie haben 
es ihm ermöglicht, neben der anspannenden 
Arbeit in der abstraktesten Region des wissen- 
schaftlichen Gedankens die schwere Belastung der 
Berliner Lehrtätigkeit zu tragen und neuerdings 
die nicht geringen Pflichten eines ständigen 
Sekretärs der Preußischen Akademie der Wissen- 
schaften zu übernehmen. Wir wünschen ihm und 
uns, daß seine Arbeitskraft noch weitere Jahr- 
zehnte ungeschwächt anhält, daß er insbesondere 
die von ihm gestreute Quantensaat zu immer rei- 
cheren und wunderbareren Früchten heranreifen 
sehen möge, als schönsten Lohn und als lebendiges 
Denkmal seiner’ treuen Arbeit! 
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Über Plancks Verdienste um die 
Experimentalphysik. 
Von Prof. E. Warburg, Berlin-Charlottenburg 


Planck ist wie Clausius reiner Theoretiker 
experimentell hat er sich nicht betitigt. Gleich 
wohl stehen die am meisten bahnbrechenden unter 
seinen Arbeiten, nimlich diejenigen, welche die 
Theorie der Strahlung betreffen, in engster Be 
ziehung zu spezieller experimenteller Forschung; 
aus solcher sind sie hervorgegangen und auf 
solche haben sie rückwirkend einen mächtigen 
Einfluß ausgeübt. 

Die Physik hat seit ihrer klassischen Pe 
riode, besonders in Deutschland, ein neues Ge- 
sicht angenommen. Planck selbst hat diese 
Wandlung durchgemacht, so scheint es hier am 
Platz, einen Blick auf dieselbe zu werfen. 

In seiner Gedächtnisrede auf Gustav Magnus 
sagt Helmholtz: „Wenn wir nur alle darüber 
einig sind, daß die Wissenschaft zur Aufgabe hat, 
die Gesetze der Tatsachen zu finden, so kann man 
es jedem überlassen, je nach seiner Neigung sich 
entweder frisch in die Tatsachen zu stürzen und 
zu suchen, wo ihm die Spuren noch unbekannter 
Gesetze aufstoßen mögen, oder aber von den schon 
bekannten Gesetzen her die Punkte aufzusuchen. 
wo neue Tatsachen zu entdecken sein werden.“ 

In bezug auf den ersten Weg wird sich wohl 
nie viel ändern, er führt naturgemäß auf nicht 
Erwartetes, nicht zu Erwartendes und gibt so 
vielleicht den stärksten Anstoß zu neuen Ent- 
wieklungsreihen. Die Entdeckung des Zeeman- 
effekts, der Röntgenstrahlen und der Radio- 
aktivität sind Beispiele hierfür aus unserer Zeit. 
Bei der Erörterung des zweiten Weges, welcher 
von der mathematischen Physik beschritten wird, 
betont Helmholtz, daß auch diese eine reine Er- 
fahrungswissenschaft sei, daß sie keine anderen 
Prinzipien zu befolgen habe als die experimentelle 
Physik. Er bespricht besonders die Methoden, 
dureh welehe man die von den Zufälligkeiten der 
Form, Größe und Lage der zusammenwirkenden 
Körper befreiten, die Volumelemente betreffen 
den Gesetze aufzusuchen hat. Er wendet sich 
wegen die zu Anfang des 19. Jahrhunderts geübte 
Methode, hierbei Hypothesen über den atomisti- 
schen Bau der Körper zugrunde zu legen, ob 
eleich man von den Atomen (damals noch so gut 
wie gar nichts gewußt habe. Dies hat sich nun 
seit der Zeit, zu welcher Helmholtz jene Rede 
hielt, sehr geändert; es ist seitdem gelungen, die 
Atome zu zählen, zu messen und Wirkungen ein 
zelner derselben zu sehen. ‘Schon während der 
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klassischen Periode durch Clausius, Maxwell, 
Boltzmann, van der Waals zu Ehren gebracht, 
steht gegenwärtig die Atomistik an der Spitze 
der Forschung und würde wahrscheinlich auch 
von Helmholtz, wenn er noch lebte, in ihrer 
jetzigen Form anerkannt werden. Denn das, wo- 
gegen er sich besonders wendet, ist die Theorie, 
welche es nicht für nötig hält, die Folgerungen 
aus ihren, ihr als Axiome erscheinenden Hypo- 
thesen an der Erfahrung zu prüfen. 

Planck steht im Anfang seiner Laufbahn ganz 
auf dem Boden der klassischen Theorie, indem 
er atomistische Betrachtungen geflissentlich ver- 
meidet. Aber auch in seinen späteren Arbeiten, 
welche auf der Atomistik fußen, insbesondere in 
seinen Untersuchungen über die Strahlung, er- 
weist er sich in bezug auf sein Verhältnis zum 
Experiment als echter Schüler von Helmholtz. 
Nachdem er zuerst die Ansicht von der Notwen- 
digkeit des Wienschen Strahlungsgesetzes ver- 
treten hat, wird er durch die Experimentalunter- 
suchungen von Lummer und Pringsheim und die 
von Kurlbaum und Rubens sofort veranlaßt, diese 
Ansicht fallen zu lassen. Er stellt zunächst ver- 
suchsweise sein neues Strahlungsgesetz auf, dessen 
theoretische Begründung ihm bald darauf gelingt. 
Das Wiensche Gesetz gilt nur für sehr dünne 
Strahlung, also für Strahlung sehr tiefer Tempe- 
ratur, wobei, da es auf das Produkt A.T 
ankommt, längere Wellen tiefere Temperaturen 
erfordern. So kommt es, daß für die Berechnung 
von Strahlungsversuchen im Ultrarot in der Regel 
auf Plancks Gesetz zurückgegriffen werden muß; 
auch im sichtbaren Gebiet “nuß dieses Gesetz an- 
gewandt werden, wenn es sich um sehr hohe 
Temperaturen, wie bei gewissen Sternen, handelt. 

Von noch viel allgemeinerer Bedeutung für 
die experimentelle Forschung ist die von Planck 
zur theoretischen Begründung seines Strahlungs- 
vesetzes aufgestellte Quantenhypothese. Zunächst 
konnte er aus ihr die Avogadrosche Zahl be- 
rechnen, für welche bis dahin nur Schätzungen 
vorlagen. Aus dieser Zahl und der Valenzladung 
ergab sich das elektrische Elementarquantum, 
welches Planck im Jahre 1900 zu 4,69. 10-10 e, s. 
Einh. bestimmte, das ist sehr nahe der aus ver- 
schiedenen experimentellen Daten später er- 
mittelte Wert, während die älteren Angaben noch 
zwischen 1,3 und 6,5.10-—1° schwankten. 

Aber außerdem liefert die Quantentheorie 
heutzutage theoretische Grundlagen für eine Fülle 
von Gebieten, z. B. für die Gebiete der spezi- 
fischen Wärme, der Spektroskopie, der Photo- 
chemie. Viele hervorragende Forscher, welche die 
von Planck eröffnete Bahn betraten, haben sich 
an diesen Untersuchungen beteiligt, in besonders 
grundlegender Weise die Herren Einstein und 
Bohr. Aber im Mittelpunkt all dieser An- 
wendungen steht die Plancksche universelle Kon- 
stante h, deren genaue Bestimmung zurzeit eine 
der wichtigsten Aufgaben der experimentellen 
Forschung bildet und deren Entdeckung mir als 
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das bedeutungsvollste Ergebnis der Planckschen 
Forschungen erscheint. 


Charlottenburg, den 12. Februar 1918. 


Die Entwicklung von Max Plancks 
Strahlungstheorie. 
Von Geheimrat Prof. Dr. W. Wien, 


Die eigentliche Strahlungstheorie baute sich, 
da es sich um eine Wirkung der Wärme handelt, 
zunächst auf die mechanische Wärmetheorie auf. 
Ihr erster Erfolg war das Kirchhoffsche Gesetz 
über das Verhältnis von ausgestrahlter zu absor- 
bierter Wärme. Viel später folgte unter Heran- 
ziehung der elektromagnetischen Lichttheorie das 
Gesetz von Stefan-Boltzmann. Mit dem von mir 
aufgefundenen Verschiebungsgesetz, welches aus- 
sagt, daß bei der Strahlung eines schwarzen Kör- 
pers die Temperaturänderung das Produkt aus 
Temperatur und Wellenlänge konstant läßt, waren 
die Folgerungen, die sich aus der Wärmelehre 
ziehen lassen, erschöpft. Ich konnte schon bald 
hernach darauf hinweisen, daß es nicht möglich 
ist, durch rein thermodynamische Betrachtungen 
die Energieverteilung im Spektrum der Wärme 
strahlung eines schwarzen Körpers festzustellen. 
obwohl sich behaupten ließ, daß diese Verteilung 
dem Maximum der Enfropie entsprechen muß. Für 
die Entropie der Strahlung hatte ich auch bereits 
die thermodynamisch ableitbaren Ausdrücke’ auf- 
gestellt und die Folgerungen gezogen, daß einem 
Lichtstrahl im freien Raum eine betimmte an- 
gebbare Entropie zukommen muß. Merkwür- 
digerweise fand diese, jetzt wohl allgemein ange- 
nommene Verallgemeinerung des Entropiebegriffs. 
Widerspruch und Lord Kelvin hat sich ihr bis zu 
seinem Tode nicht anschließen können und sich 
noch im Jahre 1904 mir gegenüber gesprächsweise 
geäußert, daß man die Entropie nicht auf den 
leeren Raum anwenden dürfe. 

Nach dem Abschluß ‚der thermodynamischen 
Strahlungstheorie mußte versucht werden, Wege 
zu finden, um zu dem Gesetz der Energievertei- 
lung der Strahlung auf die Wellenlänge zu ge- 
langen. Es war der gegebene Weg, die kinetische 
Theorie der Materie zu Hilfe zu nehmen. In der 
Tat zeigt die beobachtete Verteilung der Energie 
auf dieWellenlängen so große Ähnlichkeit mit dem 
Maxwellschen Verteilungsgesetz der Geschwindig 
keiten der Gasmoleküle, daß es nahe lag, dieses 
für die Strahlungstheorie heranzuziehen. Unter 
der Annahme, daß Moleküle, welche dem Max 
wellschen Verteilungsgesetz folgen, die Wärme- 
strahlung aussenden können und daß jedes nur eine 
der Geschwindigkeit entsprechende Wellenlänge 
aussendet, stellte ich unter Heranziehung der 
thermodynamischen Ergebnisse der Strahluugs- 
theorie das Strahlungsgesetz auf, das sich für ze- 
ringe Dichten der Energie bestätigt hat. 

Dieses Strahlungsgesetz hatte die Eigentiim- 
lichkeit, daß es für steigende Temperatur einen 
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Grenzwert für die Strahlungsenergie ergab, der 
nicht überschritten werden sollte. Es schien sich 
zunächst durchaus zu bestätigen. 

Max Planck fing bald darauf an, sich mit der 
Strahlungstheorie zu beschäftigen. Er wandte 
seine aus der Hertzschen Theorie der elektro- 
magnetischen Wellen abgeleiteten Betrachtungen 
zunächst darauf an, die Entropie der Strah- 
lung abzuleiten und glaubte zunächst im 
elektromagnetischen Strahlungsvorgang selbst 
einen nicht umkehrbaren Prozeß zu er- 
blicken. Ein solcher würde tatsächlich notwen- 
digerweise zu einer Entropie der Strahlung und 
unter der Bedingung ihres Maximums auch zur 
Abhängizkeit der Energie der Strahlung von der 
l’emperatur, d. h. zum Strahlungsgesetz führen 
müssen. 

Eine genauere Analyse zeigte jedoch, daß diese 
Folgerung nicht richtig war und daß alle nach 
den Maxwellschen Gleichungen ablaufenden Vor- 
zänge streng umkehrbar sein müssen. Es mußte 
nun die Folgerung gezogen werden, daß man von 
der Wellentheorie des Lichts zum Entropiebegriff 
bei der Strahlung nur gelangen kann, wenn man 
ihr eine genügende Regellosigkeit beilegt, wie sie 
dadurch bedingt wird, daß die Erregung der 
Strahlung durch die ungeordneten Molekularbe- 
wegungen erfolgt. Planck gelangte so zu dem Be- 
eriff der „natürlichen Strahlung“, indem er den 
Amplituden und Phasen der einzelnen Wellen, aus 
denen sich die Strahlung zusammensetzt, einen 
möglichst unregelmäßigen Charakter verlieh. Für 
unsere Beobachtungen sind dann ähnlich wie bei 
den Wärmevorgängen nur gewisse Mittelwerte, 
nicht aber einzelne Wellen, mit bestimmter Ampli- 
tude und Phase, zugänglich. 

Die Bedingungen, welche die natürliche Strah- 
lung erfüllen soll, lassen sich nur bei vielen ein- 
zelnen, übereinander sich lagernden Schwingun- 
gen mit unregelmäßiger Amplitude und Phase er- 
füllen. Wenn diese Eigenschaften der natür- 
lichen Strahlung vorausgesetzt werden, so läßt 
sich in der Tat nachweisen, daß sie ein nicht um- 
kehrbarer Vorgang ist und ihr daher eine Entropie 
zugeschrieben werden muß. In der Tat kann man 
eine Funktion angeben, welche die Eigenschaft 
der Entropie, immer zuzunehmen, besitzt. 

Planck konnte eine solehe Funktion finden, 
die zu dem von mir abgeleiteten Strahlungsgesetz 
führt. Aber diese Funktion ist nicht die einzige, 
welche die Eigenschaften der Entropie besitzt. 
Jedoch schienen alle andern Funktionen zu einem 
ler Erfahrung widersprechenden Strahlungsge- 
setz zu führen. 

Bei diesen Betrachtungen war Planck nur von 
einer einzigen Strahlungsquelle ausgegangen. Da 
nun die natürliche Strahlung immer von einer 
eroßen Zahl von Atomen ausgesandt wird, schlug 
er zur Berechnung der Entropie schwingender 


Sender einen Weg ein, der von der Betrachtung 
einer größeren Zahl gleichzeitig strahlender Ele- 
Eine Entropievermehrung aller 


‘ente ausgeht. 


Die Natur- 

wissenschaften 
dieser setzt sich additiv aus den Anderungen der 
Einzelentropieen zusammen, da alle unabhängig 
voneinander strahlen. Planck hielt nun für selbst- 
verständlich,: daß eine durch zeitliche Änderung 
der (von dem stationären Zustand, dem Maxi- 
mum der Entropie, abweichenden) Schwingungs- 
energie hervorgerufene Entropieänderung durch 
die Schwingungsenergie, ihre Abweichung vom 
Gleichgewichtszustand und ihre zeitliche Ände- 
rung im Ganzen bestimmt sein müsse, ohne daß 
man die entsprechende Größe für die einzelnen 
Sender zu kennen brauche. 

Es ergab sich dann eine einfache Differential- 
gleichung zur Bestimmung der Entropie der 
Strahlung als Funktion der Energie, welche dann 
unter Benutzung des zweiten Hauptsatzes zu dem 
von mir abgeleiteten Strahlungsgesetz führte. 
Planck hielt diese Ableitung für zwingend und 
betrachtete dies Strahlungsgesetz als das durch 
die Thermodynamik geforderte, da die Nebenan- 
nahmen kaum zu umgehen seien. 

Die experimentellen Untersuchungen hatten 
indessen gezeigt, daß dies Strahlungsgesetz nicht 
ganz allgemein gültig, sondern daß es ein Grenz 
gesetz für verhältnismäßig kurze Wellenlänge sei. 

Planck sah sich daher genötigt, seine Theorie 
einer Nachprüfung zu unterziehen und mußte die 
erwähnten Nebenannahmen aufgeben, ohne so- 
gleich andere an ihre Stelle setzen zu können. Um 
zu einem allgemeinen Strahlungsgesetz zu ge- 
langen, änderte er die Differentialgleichung, die 
den Zusammenhang zwischen Energie und Entro- 
pie darstelle, zunächst,rein formal ab. Die ur- 
sprüngliche Gleichung sagte aus, daß der zweite 
Differentialquotient der Entropie nach der Ener- 
gie der letzteren umgekehrt proportional sei. Nun 
setzt er diesen Differentialquotienten einem 
quadratischen Ausdruck der Energie umgekehrt 
proportional und gewinnt dann einen etwas all- 
gemeineren Ausdruck für das Strahlungsgesetz, 
der für kleine Energie in den einfacheren über- 
geht. 

Zur Begründung des neuen Ausdruckes für 
die Entropie bedurfte es neuer Annahmen. 
Diese neuen Annahmen bestanden nun in der 
Einführung der berühmten Hypothese der Ener 
gieelemente oder Quanten. Planck konnte näm- 
lich nachweisen, daß, wenn man die Schwingungs 
energie der Strahlungssender in einzelne Elemente 
von der Größe hv zerlegt, wo h eine universelle 
Konstante, v die Schwingungszahl ist, man durch 
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
der Boltzmannschen Beziehung zwischen Entropie 
und Wahrscheinlichkeit zu einem Ausdruck fiir 
die Entropie gelangt, der zu dem erweiterten 
Strahlungsgesetz fiihrt. 

Hiermit war die theoretische Grundlage fiir die 
Ableitung des Strahlungsgesetzes und gleichzeitig 
fiir die Quantentheorie gegeben. 

Man darf nicht verschweigen, daB, von den 
Schwierigkeiten der Quantentheorie selbst ganz 
abgesehen, die Theorie noch weit entfernt ist, auf 
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die Selbständigkeit Anspruch machen zu können, 
die z. B. die kinetische Begründung der Gasge- 
setze und des zweiten Hauptsatzes erreicht. Hier 
gelingt es nämlich, in der Hauptsache alle thermo- 
dynamischen Beziehungen auf Grundlage der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung abzuleiten. In der 
Strahlungstheorie muß aber immer noch von den 
thermodynamischen Gesetzen, die oben erwähnt 
wurden, Gebrauch gemacht werden, die eigentlich 
als Folgerungen aus der Theorie fließen sollten. 
Das Verschiebungsgesetz bestimmt erst die Größe 
der Energieelemente, auf welche sich die Anwen- 
dung der Wahrscheinlichkeitsrechnung bezieht. 
Bei dem jetzigen Stande der Wissenschaft besteht 
keine Aussicht, die Strahlungstheorie in dieser 
Richtung zu vervollständigen. Die Konstante A, 


welche bisher nur durch statistische Theorien ein- - 


geführt werden konnte, muß eine atomistische 
Eigenschaft ausdrücken, die wir jetzt noch nicht 
angeben können. Diese Kenntnis muß aber erst 
gewonnen werden, die dann die Grundlage bilden 
wird, um die Behandlung so zu gestalten, daß 
iuch die thermodynamischen Gesetze aus ihr ge- 
folgert werden können. 

Planck hatte aus seiner Theorie geschlossen, 
laß eine der Konstanten des Strahlungsgesetzes 
mit den Entropiekonstanten identisch ist, durch 
welche Entropie und Wahrscheinlichkeit mitein- 
ınder verknüpft werden. Es ist der Faktor, mit 
dem der Logarithmus der Wahrscheinlichkeit zu 
multiplizieren ist, um die Entropie zu erhalten. 
Diese Konstante k spielt in der statistischen Me- 
‘hanik eine große Rolle. Nach einem Satz dieser 
[heorie, den bereits Lord Rayleigh früher auf die 
Strahlungstheorie angewandt hatte, fällt im Zu- 
stande des Gleichgewichts der Energie jedem 
Freiheitsgrade des Systems dieselbe mittlere 
Energie zu und diese ist die Hälfte des Produkts 
aus der Temperatur und der Kon- 
stanten k. 

Ein Strahlungssender ist von zwei Veränder- 
lichen abhängig, wenn er nur nach einer Richtung 
schwingen kann, weil seine Bewegung durch zwei 
voneinander unabhängigen Größen, dem elektri- 
schen und dem magnetischen Vektor ausgedrückt 
wird. Die mittlere lebendige Kraft eines Gas- 
moleküls hat drei Freiheitsgrade, ist also gleich 
der Energie eines Strahlungssenders von einer 
Schwingungsrichtung multipliziert mit dreihalbe. 
Da die mittlere lebendige Kraft eines Gases, d. h. 
seine Wärmeenergie gleich der Anzahl der Mole- 
küle mal der mittleren lebendigen Kraft eines 
einzelnen Moleküls ist, so kann man die Anzahl 
der Moleküle der Raumeinheit bei bestimmtem 
Druck und gegebener Temperatur durch die 
Entropiekonstante ausdrücken, welche eine Kon- 
stante des Strahlungsgesetzes ist. Sobald aus 
Messungen der Wärmestrahlung diese Konstante 
bekannt ist, kann man sie zur Bestimmung der 
Anzahl der Moleküle benutzen. Wie bereits er- 
wähnt, hatte Lord Rayleigh einen Satz der sta- 
tistischen Mechanik auf die Strahlungstheorie 


absoluten 
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angewendet. Er gelangte hierdurch zu einem 
Strahlungsgesetz, das mit dem verallgemeinerten 
Strahlungsgesetz für lange Wellen, beziehentlich 
großen Werten der Energie, übereinstimmt 
Jeans hat dann die Rayleighsche Theorie strenge: 
formuliert und später bewies Lorentz, daß da= 
Rayleighsche Strahlungsgesetz ganz allgemein ge- 
folgert werden müsse, wenn man die gewöhnliche 
Statistik auf die Strahlungstheorie anwendet. Da 
nun dies der Erfahrung völlig widerspricht, so 
folgte aus diesen Betrachtungen, daß die bis- 
herigen Methoden der statistischen Mechanik un 
zureichend sind. 

In der Tat bedeutet die Einführung der 
Energieelemente, oder besser und allgemeiner der 
Konstanten h (des Wirkungselements), eine neue 
Grundlage für die statistische Mechanik. Wenn 
sich behaupten läßt, daß die bisherigen Theorien 
der Mechanik und Elektrodynamik notwendig auch 
zur bisherigen statistischen Mechanik führen, so 
kann man sich allerdings der Folgerung nicht ent- 
ziehen, daß die Einführung des Wirkungsele 
ments, durch welches abgegrenzte Gebiete gleicher 
Wahrscheinlichkeit der elementaren Vorgänge be 
stimmt werden, auch besondere in unsern bis 
herigen Naturgesetzen nicht enthaltene Eigen 
schaften der Atome der Körper zur Voraussetzung 
hat. Es ist bisher nicht möglich gewesen, etwas 
bestimmtes über die hierdurch geforderten Gesetz: 
der atomistischen Vorgänge auszusagen. Auch in 
der Anwendung der Theorie auf die Spektral 
serien, die zu so überraschenden Erfolgen geführt 
hat, werden die Elektronenbahnen, die den ein 
zelnen Spektrallinien entsprechen, durch den 
mathematischen Ansatz bestimmt, der die Unter 
lage der statistischen Mechanik bildet. 

Das Verdienst Plancks liegt nicht nur in der 
Verallgemeinerung des Strahlungsgesetzes, son 
dern wohl in noch höherem Grade in der Begrün 
dung der Theorie des elementaren Wirkungsquan- 
tums. Die Einsicht, daß die bisherigen Unter- 
lagen der theoretischen Physik nicht ausreichen, 
vielmehr die bisher immer gemachte Voraus- 
setzung, daß nur stetige Vorgänge in der Natur 
vorkommen könnten, daß diese „keinen Sprung 
mache“, aufgegeben werden müsse, ist sicherlich 
eine der bedeutendsten wissenschaftlichen Leistun- 
gen. 

Trotzdem scheinen die allgemeinen Gesetze 
der Elektrodynamik, wie sie in den Maxwellschen 
Gleichungen ausgedrückt sind, ihre Gültigkeit 
auch in den atomistischen Vorgängen zu be- 
wahren. Wenigstens hat sich noch immer, wenn 
wirklich zwingende Folgerungen dieser Gesetze 
geprüft werden konnten, Übereinstimmung ge- 
zeigt. Da, wo sich noch Widersprüche zeigen, wie 
z. B. beim Bohrschen Atommodell, bei dem, ent- 
gegen den Forderungen der Theorie, ein in einer 
Kreisbahn laufendes Elektron nicht ausstrahlen 
soll, liegt der Fehler jedenfalls noch an der Un- 
vollständigkeit des Modells. Die Konstante |ı 
muß eine zu den allgemeinen Gesetzen hinzu- 
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tretende Beschränkung der möglichen Vorgänge 
bedeuten. 

Bei den großen Erfolgen der h-Theorie ist es 
besonders wichtig, abgesehen von der Aufklärung 
der physikalischen Bedeutung, noch innere Wider- 
sprüche zu beseitigen. Planck hat, um einem 
solchen zu entgehen, seine ursprüngliche Theorie 
abgeändert. Die Erfahrung hat nämlich gezeigt, 
daß alle Vorgänge der Lichtabsorption und Licht- 
brechung sich so verhalten, daß sie ohne Anwen- 
dung der A-Theorie erklärt werden können. Die 
Absorption des Lichts findet auch in beliebig 
kleinen Beträgen statt und man kann eine Licht- 
welle so abschwächen, daß das einzelne Atom 
längere Zeit braucht, um ein Energieelement zu 
absorbieren. Es ist nicht einzusehen, was ge- 
schehen soll, wenn die Lichtwelle abbricht, bevor 
die Absorption eines Energieelements durch das 
Atom beendet ist. Hierdurch wurde Planck ver- 
anlaßt, seine ursprüngliche Theorie auf den Vor- 


gang der Aussendung von Strahlung zu .be- 
schränken. Nach dieser Auffassung soll die 


h-Theorie nur auf den Vorgang der Aussendung 
des Lichts Anwendung finden, bei der Absorption 
soll sie keine Rolle spielen. Das letziere wird 
sich kaum buchstäblich durchführen lassen, denn 
die h-Theorie stellt die Lage der einfachen Serien- 
linien im Spektrum mit großer Genauigkeit dar 
und die Absorption findet z. B. beim Wasserstoff 
nur für die Wellenlängen dieser Linien statt. 
Aber die Möglichkeit, daß die Lichtaussendung 
als elementarer Prozeß nicht einfach die Um- 
kehrung der Lichtabsorption ist, besteht jeden- 
falls. Das Kirchhoffsche Gesetz würde dann auch 
nur als statistisches Gesetz für die Mittelwerte 
der ausgesandten und absorbierten Energie gelten. 

Über die Frage, ob die ältere oder die neuere 
Form der A-Theorie den Tatachen besser ent- 
spricht, sind, die Akten noch nicht geschlossen, 
wie denn überhaupt ein logisch lückenloser Aufbau 
der Theorie noch nicht möglich ist. Aber durch 
die mannigfachen Anwendungen ist sie anregend 
gewesen, wie wenig andere Theorien. So wird 
sie auch noch für lange Zeit .als neugewonnenes 
Gebiet die Arbeit der Physiker in Anspruch 
nehmen, dafür aber reiche Erträge versprechen. 


Quantentheorie und neuer Wärmesatz 
Von Geh.-Rat Prof. Dr. W. Nernst, Berlin. 


Die kinetische Theorie der Wärme und die 
Thermodynamik berühren sich zwar in ihren An- 
wendungen gegenseitig sehr häufig und behan- 
deln sogar vielfach gleiche Fragen; trotzdem sind 
sie im Grunde von einander ganz unabhingig. 

Denn die erstere Disziplin geht von atomisti- 
schen Vorstellungen aus und hat bei ihrer wei- 
teren Entwicklung zahlreiche neue Hypothesen 
zur Hilfe ziehen müssen, während die Thermo- 
dynamik bekanntlich derjenige Zweig der theore- 
tischen Physik ist, der überhaupt mit einem Mini- 
mum von Voraussetzungen operiert. 


Nernst: Quantentheorie und neuer Wärmesatz. 





Die Natur- 
wissenschaften 


Die atomistischen Theorien ferner sind in 
fortwährender Neu- oder gar Umgestaltung be- 
griffen, wie ein Blick auf die Geschichte der kine- 
tischen Theorie der Wärme lehrt. Die Lehrsätze 
der Thermodynamik hingegen haben sehr rasch 
ihre abschließende Gestaltung gewonnen: der be- 
rühmten Schrift von Helmholtz „Erhaltung der 
Kraft“ hat die spätere Zeit nichts hinzuzufügen 
gehabt; das Prinzip von Carnot wurde von Clau- 
sius unverändert übernommen, allerdings durch 
die präzise, mathematische Formulierung vertieft 
und auf die endgültige Form gebracht. Der neue 
Wärmesatz schließlich erhielt von mir schon in 
der ersten Arbeit seine für alle praktischen An 
wendungen bisher unverändert gebliebene Form, 
woran, wie zu vermuten ist, auch die Zukunft 
nichts ändern dürfte; ich glaube sogar kürzlich 
gezeigt zu haben, daß damit die Thermodynamik 
im engeren Sinne erschöpft ist.*) 

Die Lehrsätze der Thermodynamik sind sämt 
lich aus Abstraktionen eines mehr oder weniger 
ausgedehnten Beobachtungsmaterials entstanden, 
das übrigens zum Teil mehr negativen Charakters 
war (klassisches Beispiel: Scheitern aller Ver 
suche zur Konstruktion eines perpetuum mobile): 
kinetische Vorstellungen haben sicherlich Carno/ 
nicht zur Aufstellung seines Prinzips geführt, 
und weder Julius Robert Mayer, noch Helmholtz 
haben solche als Leitstern ihrer Überlegungen be 
nutzt. Von meinem Wärmesatze kann man, wie 
das Nachfolgende lehren wird, sogar behaupten. 
daß er mit den zurzeit seiner Auffindung herr 
schenden kinetischen Vorstellungen in seiner All 
gemeinheit nicht einmal vereinbar war. 

Es lag aber in der Natur der Sache, daß maı 
nach Auffindung der Lehrsätze der Thermodyna 
mik letztere mit den kinetischen Vorstellungen 
in Einklang zu bringen suchte, indem man sich 
bemühte, jene Lehrsätze aus der kinetischen 
Theorie der Wärme abzuleiten. Was das Gesetz 
von der Erhaltung der Energie anlangt, so hat 
hierfür bereits Helmholtz einen, wie es in der 
Natur der Sache liegt, allerdings nur lücken 
haften Beweis gegeben; für den zweiten Wärme- 
satz war es bekanntlich Boltzmann, der die enge 
Beziehung zwischen Entropiefunktion und Wahr- 
scheinlichkeit eines Zustandes aufdeckte und so 
in der Tat ein tieferes Verständnis der klassischen 
Thermodynamik ermöglichte. 

Unsere Aufgabe soll es hier sein, das Verhält- 
nis des neuen Wärmesatzes zur kinetischen Theo- 
rie der Wärme kurz darzulegen, worüber wir 
dank den Planckschen Arbeiten vollständige 
Klarheit uns zu verschaffen vermögen. 

Überzeugen wir uns zunächst, daß bei dem 
denkbar einfachsten Falle, nämlich dem eines ide- 
alen Gases, kinetische Theorie und neuer Wärme- 
satz mit einander unvereinbar sind. Die klassische 


1) Näheres hierüber wie auch besonders über die 
weiter unten besprochene Theorie der Entartung der 
Gase findet sich bei Nernst, Grundlagen des nepen 


Wirmesatzes, 1918 bei Knapp in Halle. 
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kinetische Theorie steht und fällt hier bekannt- 
lich mit der Zustandsgleichung idealer Gase 

ae fee ae 
(p Druck, » Volumen, R Gaskonstante, 7' absolute 
Temperatur). Betrachten wir die Ausdehnung 
eines Gases vom Volumen 2 auf das Volumen ve, 
so ist die damit verbundene maximale Arbeit 


on Vo 
A=RTin— ae “ea 
v, 


Der zweite Wärmesatz liefert bekanntlich für 
tie maximale Arbeit A die Beziehung (I Ande- 
rung der gesamten Energie) 

° dä 
A— U= Tag ; .(8 
während der neue Wärmesatz ergänzend die 
Grenzbedingung 


lim Oo (fir 7'= 0) . «ee 


aA 
aT 
hinzufügt. Nach Gleichung (9) ist nun aber in 
diesem Falle 

lim 5 a= R In * (für 77= 0) . (D 
also mit dem neuen Wärmesatze unvereinbar. 

Wir können also konstatieren, daß die klassi- 
sche kinetische Theorie nicht nur nicht den neuen 
Wärmesatz abzuleiten, sondern ihn sogar, wenig- 
stens in seiner allgemeinsten Fassung (Anwen- 
dung nicht nur auf kondensierte Systeme, sondern 
auf alle Substanzen) zu widerlegen vermag. 

Aber die klassische kinetische Theorie ist ja 
eben durch Planck’s Quantentheorie wenn nicht 
durchbrochen, so doch eingeschränkt, und zwar 
macht sich diese Einschränkung gerade bei tiefen 
Temperaturen immer stärker bemerkbar; in der 
Nachbarschaft des absoluten Nullpunkts führt sie 
sogar zu einer vollständigen Negierung der bis- 
herigen kinetischen Anschauungen. 

Der Grundgedanke der Quantentheorie führt 
in seiner Anwendung auf Atomschwingungen in 
festen Körpern, die man bekanntlich Einstein 
verdankt, und ferner in seiner Anwendung auf 
rotierende und überhaupt sich. freibewegende 
Gasmoleküle, mit der ich mich in mehreren Ar- 
beiten beschäftigt habe, zu folgender Auffassung: 

Jedes materielle System muß sich durch Ab- 
kühlung schließlich in einen Zustand überführen 
lassen, bei welchem eine weitere Abkühlung 
keinen weiteren Einfluß mehr auszuüben vermag. 
Dies bedeutet aber nichts anderes, als daß alle 
materiellen Veränderungen bei hinreichend tiefen 
Temperaturen dem Einflusse der Temperatur ent- 
rückt werden, eine Vorstellung, die allerdings mit 
der klassischen kinetischen Theorie. der Wärme 
unvereinbar ist. Aber diese neue Vorstellung ist 
es auch zugleich, die uns die Gleichung (4) in ein- 
fechster Weise anschaulich 
wuch das kinetische Verständnis des neuen Wär- 
mesatzes ermöglicht. — 

Auf keinem anderen Gebiete hat die Anwen- 
lung der Quantentheorie unsere kinetisehen Auf- 


macht und somit 
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fassungen so tiefgreifend verändert, wie gerade 
auf dem’ Gebiete des Verhaltens idealer Gase bei 
sehr tiefen Temperaturen. Die Anwendung der 
Quantentheorie hat hier im Verfolg einer von mir 
aufgestellten Vermutung eine Anzahl hervorragen- 
der Theoretiker übereinstimmend zu der Auffas- 
sung geführt, daß ein ideales Gas bei sehr tiefen 
Temperaturen, zu denen man es sich unter Ver- 
meidung von Kondensation abgekühlt zu denken 
hat, in das Gebiet einer Zustandsgleichung ge- 
langt, die von Formel (1) völlig verschieden ist. 
Um nur einen Punkt herauszugreifen, so sind sich 
sämtliche, unter sich allerdings nicht völlig über- 
einstimmende Theorien der sogenannten Gasent- 
artung darüber einig, daß bei hinreichend tiefer 
Temperatur der Druck eines idealen Gases (bei 
konstantem Volum) von der Temperatur unab- 
hängig sein muß. Zur gleichen Schlußfolgerung 
führt aber Gleichung (4) in ihrer Anwendung 
auf diesen Fall. 

Ich konnte daher wohl mit Recht bereits 1911 
in meiner in der Kgl. Akademie d. Wiss. gehal- 
tenen Festrede betonen, „daß die ganz verschieden 
artigen Erwägungen und scheinbar gänzlich ge- 
trennten Gebiete, auf denen Planck arbeitete, als 
er.die Theorie der Strahlung aufdeckte, und ich. 
als ich die Beziehungen zwischen chemischer 
Energie und Wärme zu enträtseln mich bemühte. 
schließlich in das gleiche Endresultat eingemün- 
det sind.“ Und die weitere Erfahrung hat ge- 
lehrt, daß Quantentheorie und neuer Wärmesatz 
dort, wo sie sich berühren, auch zu identischen 
Schlüssen führen. 


Thermodynamik und Kohärenz. 
Von Prof. Dr. M. v. Laue, Frankfurt a. M. 


Der besondere Reiz, welchen die Strahlungs- 
theorie wohl stets auf die Physiker ausgeübt hat, 
beruht zum großen Teil darauf, daß in ihr zwei 
Forschungsgebiete, Optik und Thermodynamik. 
mit bestem Erfolge zusammentreffen, von denen 
sich jedes für sich zu hoher‘ Vollendung ent- 
wickelt hat. Es liegt hier ein geradezu klas- 
sisches Beispiel für das schon jetzt erreichte Maß 
an Einheit in unserem physikalischen Weltbild 
vor, auf der vor allem, wie Planck besonders in 
seinem Leidener Vortrag 1908 betont hat, die 
Überzeugungskraft dieses Weltbildes beruht. 
Allerdings reicht die eigentliche Thermodynamik 
nicht aus, um im Verein mit der Optik alle Auf- 
gaben der Strahlungstheorie zu lösen. Gerade 
bei deren letzten und wichtigsten Aufgabe, dem 
Strahlungsgesetz, muß sie sich durch die Statistik 
ergänzen lassen, die ja auch sonst die Thermo- 
dynamik erst vollendet und gewissermaßen über 
sich selbst erhebt. Eins von Plancks unvergäng- 
lichen Verdiensten besteht gerade darin, daß er 
den Schritt von der reinen Thermodynamik zur 
Statistik in der Strahlungstheorie getan hat. 
Kaum weniger deutlich als in Plancks folgen- 
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schweren Arbeiten zeigt sich die Notwendigkeit 
dieses Schrittes bei einer weit bescheideneren 
Untersuchung, welche der Verfasser dieses Auf- 
satzes in der schönen Zeit, da er Assistent am In- 
stitut für theoretische Physik an der Berliner Uni- 
versität war, über die Entropie kohärenter Strah- 
lenbündel veröffentlicht hat. Aus der entscheiden- 
den Förderung, welche dieser Arbeit aus Plancks 
lebhafter Anteilnahme erwuchs, erklärt sich wohl 
die Aufforderung der Schriftleitung, diesen bis- 
her schrittweis in verschiedenen Veröffentlichun- 
gen behandelten Gegenstand in diesem Planck- 
heft zusammenfassend darzustellen. 

Unter einem Strahlenbündel verstehen wir — 
um uns zunächst der Sprechweise der geometri- 
schen Optik zu bedienen — die vierfach unend- 
liche Gesamtheit von Strahlen, die von allen 
Punkten einer bestintmten Fläche ausgehen, und 
deren Richtungen einen kleinen räumlichen Win- 
kel erfüllen. Wir wollen in diesen Begriff aber 
sogleich noch zwei weitere Beschränkungen auf- 
nehmen, nämlich die auf einen schmalen Spektral- 
bereich (das Bündel soll nicht in streng mathe- 
matischem, wohl aber in physikalischem Sinn 
einfarbig sein) und auf geradlinig polarisierte 
Sehwingungen. Außerdem wollen wir ihm eine 
bestimmte Länge zuschreiben, die natürlich aufs 
Engste mit der Zeit zusammenhängt, während 
der das Bündel von der Strahlungsquelle entsandt 
wurde. Unwesentlich, aber bequem ist es, hier die 
Richtung des Strahlenbündels stets als senkrecht 
zu jener Fläche anzunehmen. Die Energie des 
Bündels ist proportional zu der genannten Fläche, 
zu seinem Öffnungswinkel und zu seiner zeit- 
lichen Dauer; den Faktor, welchen man dann 
noch hinzuzufiigen hat, bezeichnet man als die 
spezifische Intensität; die Temperatur des Bün- 
dels hängt allein von ihr ab und steigt und fällt 
zugleich mit ihr. - 

Ein Strahlenbündel pflanzt sich ohne wesent- 


liche Veränderung beliebig lange Zeiten im 
leeren Raum fort, es läßt auch regelmäßige 
Spiegelung und Brechung ohne Veränderung 
über sich ergehen (sofern man dabei von 
Absorption und Abspaltung anderer Bündel 


absehen darf), es ist also, rein optisch be- 
trachtet, ein recht stabiles Gebilde und deswegen 
auch dem Versuch leicht zugänglich. Thermo- 
dynamisch ist es freilich von einem Gleich- 
gewicht weit entfernt. Lassen wir es in einen 
von vollkommen, aber diffus spiegelnden Wän- 
den umgebenen Hohlraum eintreten und schließen 
wir hinter ihm die Eintrittsöffnung, so zerfließt 
es allmählich zu einer alle Fortpflanzungsrich- 
tungen gleichmäßig enthaltenden Strahlung, und 
befindet sich im Raume noch das kleinste Kohle- 
stiiubchen, so zerfließt es auch in spektraler Be- 
ziehung, indem sich seine Energie auf das ganze 
Wärmespektrum ausbreitet; es ist dann auf 
durchaus unumkehrbare Weise in die thermo- 
dynamisch stabile Hohlraumstrahlung ver- 
wandelt. 


Die Natur 


Für dies Elementargebilde der Strahlungs- 
theorie, das einfarbige, geradlinig polarisierte 
Strahlenbündel bestimmter Länge, hat Planck 
zuerst die Entropie berechnet; er bedurfte dazu 
(hauptsächlich wegen . der Beschränkung auf 
einen Spektralbereieh) des Boltzmannschen Prin- 
zips S=k.log W. Der Ausdruck für diese Entro- 
pie (vgl. weiter unten) steht mit dem Strahlungs 
gesetz in so enger Beziehung, daß beide sich 
gegenseitig bedingen. 

Bekanntlich können nun mehrere Strahlen 
bündel zu einander vollständig kohärent, teilweise 
kohärent oder inkohärent sein; reine Interferenz- 
erscheinungen erhält man nur zwischen ganz 
kohärenten Strahlen, während bei Zusammen 
treffen inkohärenter Strahlen sich die Intensi- 
täten einfach addieren. Die Entwicklung der Strah 
lungstheorie hat es mit sich gebracht, daß man in 
ihr zunächst nur an inkohärente Strahlenbiinde! 
dachte. Man berechnete — und das ist durchaus 
einwandfrei — die Entropie eines Systems inko 
härenter Strahlen, nach dem von körperlichen 
Systemen her gewohnten Additionstheorem der 
Entropie, d. h. als Summe aus den Entropien deı 
einzelnen Strahlenbündel und konnte auf dieser 
Grundlage den Satz beweisen: Zwei inkohärent: 
in den geometrischen Bestimmungsstücken (Aus 
gangsfliche, Öffnungswinkel, Länge) und im 
Spektralbereich übereinstimmende Strahlenbün- 
del haben bei gegebener Gesamtenergie dann di: 
größte Entropie, wenn ihre spezifischen Intens: 
täten einander gleich sind; jeder, auch unvoll 
ständige Ausgleich anfangs verschiedener Inten 
sitäten bewirkt Entropievermehrung, ist also un 
umkehrbar. Bedenkt man, daß die Temperatuı 
der Strahlung mit der spezifischen Intensität 
steigt und fällt, so erkennt man in diesem Satz dik 
Übertragung des Carnot-Clausiusschen Prinzips auf 
Strahlenbündel; der schon erwähnte Beweis läßt 
sich in der Tat genau wie für Körper von unver 
änderlichem Volumen aus dem Additionstheorem 
und der Eigenschaft der Entropie führen, daß 
sie als Funktion der Energie durch eine mit 
wachsender Energie ansteigende, aber nach unten 
konkave, d. h. immer langsamer ansteigende 
Kurve dargestellt wird’). Daneben läßt sich 
leicht ein Gedankenversuch ersinnen, bei dem in 


1) M. Laue, Verh. d.D. Phys. Ges.9, 606, 1907; Anhang 

Für einen Körper ist 
(57 aie >0 (FF l 

oUJ)v T "lousy T 2ev 

Für ein Strahlenbündel ist entsprechend, wenn fi 

die spezifische Intensität bedeutet 

os eS _ 

an 7” age< 

Wählen wir nun zwei Wertepaare §1, , und Qi’, Re’ 

so aus, daß §t1’ + Ro’ — Ri-+ Me, daß aber |,’ — MR,’ | 


>| R,— Ry | ist, und setzen wir darüber hinaus (was 


< 0 


0. 


‚unwesentlich ist). noch fest: Qo’ < Re < Ri < Ri’, 80 


sieht man aus der geschilderten Form der Kurve, daß 
SR) — SIR) > S (Kr) — 8 (M1) oder auch 8 (Kı’) 
+ S (@o’) < 8 (Ri) + 8 (M2) ist. Darin liegt der Be- 
weis. 


wissenschaften 
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offensichtlich unumkehrbarer Weise der Inten- 
sitätsausgleich erfolgt*). 

Für kohärente Strahlen wir meinen zu- 
nächst vollständig kohärente — gilt dies ,,Carnot- 
Clausiussche Prinzip“ nicht. Erzeugen wir z. B. 
zwei kohärente Strahlen, indem wir ein Strahlen- 
bündel von der spezifischen Intensität & an der 
dünnen planparallelen Platte P in Fig. 1 spiegeln 
lassen; es $paltet sich dabei in ein gespiegeltes 
Bündel von der Intensität &,=rfl und ein hin- 
durchgelassenes von der Intensität 8» = (1—r) &, 
und diese beiden sind kohärent. Durch die zur 
Platte P genau symmetrisch stehenden, vollständig 
reflektierenden Spiegel S; und S2 werfen wir 
diese Strahlen auf eine andere Stelle der Platte 
P zurück; wo sie unter anderem Einfallswinkel 
ankommen und deswegen auch mit anderem Re- 
flexionsvermögen r’ gespiegelt werden. Dabei 
entstehen jetzt 4 Strahlen, die aber paärweise zu- 


SR 








— 
Zweites Paar 


Fig. 1. 


sammenfallen und sich vollständig. decken. Im 
ersten Paar interferieren zwei Biindel von den In- 
tensitäten r (1—r’) R und r’ (1—r) R; im zweiten 
sind diese Intensitäten rr’ R und (1—r) (1—r’) &. 
Der Phasenunterschied für das erste Paar ist 0, 
fiir das zweite x; das ist unmittelbar einleuchtend, 


‘wenn bei beiden Spiegelungen der gleiche Ein- 


fallswinkel herrscht, gilt aber auch unabhängig 
von dieser Bedingung und unabhängig von der 
Wellenlinge?). Im ersten Paar ergibt sich so- 


1) Im Mittelpunkt einer vollständig und regelmäßig 
spiegelnden Kugel liegt eine schwarze Kugel; alle 
von dieser ausgehenden Strahlen gelangen nach ein- 
maliger Spiegelung an der äußeren Kugel zu ihr zu- 
rück. Nun öffnen wir an dieser Hülle zwei Klappen, 
bedecken sie aber sogleich mit einer Substanz, welche 
zwar Strahlen des gewünschten Spektralbereiches voll- 
ständig hindurchläßt, aber alle anderen vollständig 
spiegelt. Durch diese Öffnungen treten die ursprüng- 
lichen’ Strahlenbiindel von verschiedener Intensität 
ein; sie werden von der schwarzen Kugel absorbiert. 
Gleichzeitig treten aber zwei Strahlenbiindel aus, die 
sich von den ersteren nur dadurch unterscheiden, daß 
sie gleiche Intensitäten haben. Wählt man die Tem- 
peratur der schwarzen Kugel so, daß die Gesamtenergie 
des alten und des neuen Strahlenpaares die gleiche 


ist, so bewirkt der Vorgang nur, daß zwischen zwei’ 


inkohärenten Strahlenbündeln die Intensitäten bei 
konstanter Gesamtenergie vollständig ausgeglichen 
sind. Die Umkehrung dieses Vorganges gelingt nicht. 

2) M. Laue, An. d. Phys. 20, 365, 1906. Nach § 2 
dort gilt für die Phasensprünge §, und ög bei der Spie- 
gelung und dem Hindurchgehen unabhängig von Ein- 


Nw. 1918. 
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mit die Intensität 8,’= (Vr(l—r’) + Vr 1—n))288; 
im zweiten ,' = (Vrr' -YUA—)(d—r'))2 8. Man 
überzeugt sich leicht, daß die Differenz 
St, — Sta’ absolut genommen größer sein kann als 
§:—R,. Wird das Reflexionsvermögen r und r’ so 
gewählt, daß rt r’=1 ist, so wird sogar I,’ — fl 
S.=0; die ganze Energie wandert dann in das 
eine Strahlenbündel, das dem ursprünglichen in 
jeder Beziehung gleich wäre. Die erste Spiegelung 
und Brechung ist damit vollständig rückgängig 
gemacht, d. h. so, daß keinerlei davon herrührende 
Veränderung zurückgeblieben ist. Die Spiegelung 
und Brechung ist somit, sofern sie nicht mit 
Absorption verknüpft ist, ein im Sinne der 
Thermodynamik umkehrbarer Vorgang. Sie er- 
möglicht, bei zwei kohärenten Strahlen von kon- 
stanter Gesamtenergie den Intensitätsunterschied 
auf umkehrbare Weise nach Belieben zu ver- 
größern oder zu verkleinern. Dasselbe beweisen 
übrigens auch viele andere Versuchsanordnun- 
gen; wir wollen hier nur an das Michelsonsche 
Interferometer erinnern, wenngleich bei dessen 
tatsächlicher Ausführung die planparallele Platte, 
welche die Spiegelungen hervorruft, meist leicht 
versilbert ist, also einen Teil der Strahlung ab- 
sorbiert; wesentlich für die Wirksamkeit des 
Apparates ist das nicht. Zwischen dem Verhalten 
kohärenter und inkohärenter Strahlenbündel be- 
steht also auch thermodynamisch ein schroffer 
Gegensatz. 

Was folgt daraus für die Entropie eines 
Systems von zwei kohärenten Strahlenbündeln ? 
Die Entropie eines Strahlenbündels muß sich nach 
wie vor aus den geometrischen Bestimmungs- 
stücken, Lage und Größe seines Spektralbereichs 
und seiner spezifischen Intensität berechnen 
lassen; man kann dabei nicht darauf Rücksicht 
nehmen, ob irgendwo im Weltall noch ein dazu 
kohärentes Strahlenbündel vorhanden ist. Denn 
die Aufgabe, danach zu suchen, ist selbst für die 
idealen Hilfsmittel, welche die theoretische 
Überlegung als zur Verfügung stehend annehmen 
darf, in keiner endlichen Zeit zu lösen. Berech- 
net man aber die Entropie des Systems als Summe 
der Entropieen der beiden Bündel, wie wir es bei 
inkohärenten Bündeln getan haben, so bedeutet 
nach dem oben Gesagten jede Vergrößerung des 
Intensitätsunterschiedes eine Entropieverminde- 
rung. Der in Fig. 1 geschilderte Spiegelungs- 
versuch stellt uns also vor die Wahl: Für kohä- 
rente Strahlenbündel geben wir entweder das Ad- 
ditionstheorem der Entropie oder den Satz von 
der Zunahme der Entropie auf. 

Wir wollen zunächst versuchen, die Entschei- 
dung herbeizuführen, indem wir den auf der Un- 
möglichkeit des Perpetuum mobile zweiter Art 
fußenden Beweis des Entropieprinzipes auf die 


'fallswinkel und Wellenlänge die Gleichung 6-—8¢ = +4". 


Daraus folgt, daß der Phasenunterschied für das zweite 
Paar —2(6,— dg9)=n ist; und daraus wiederum 
durch Berechnung der Intensitäten, daß er fürs erste 
Paar 0 beträgt. 
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fraglichen Interferenzerscheinungen übertragen. 
Der Satz, daß es kein Perpetuum mobile zweiter 
Art geben kann, ist identisch mit der Behauptung, 
daß in einem System wägbarer Körper die Entro- 
pie nie abnimmt. Nehmen wir einmal an, wir 
könnten in einem System zweier kohärenter 
Strahlenbündel die Entropie verkleinern, so 


könnten wir ein Perpetuum mobile zweiter Art 


bauen, sowie es uns gelingt, diese Entropievermin- 
derung auf Körper zu übertragen. Wir wir dies 
nun versuchen mögen, jedenfalls müssen wir 
dazu einmal die Strahlen, welche hinterher 
interferieren sollen, das andere Mal die durch 


Interferenz entstandenen Strahlen geringerer 
Entropie mit ihnen in Energieaustausch treten 
lassen. Das erstere ist aber notwendig mit 


dem Verlust der Kohärenz verbunden. An der 
Unmöglichkeit, nicht kohärente Strahlen zur In- 
terferenz zu bringen, scheitert also der Versuch, 
das Entropieprinzip auf rein thermodynamischem 
Wege für Interferenzerscheinungen zu beweisen 
und so die verlangte Entscheidung zu treffen. 
Nur die Unmöglichkeit der Interferenz inko- 
härenter Strahlen selbst läßt sich auf die Un- 
möglichkeit des Perpetuum mobile zweiter Art 


S, Sr 





Fig. 2. 


zurückführen. Wir betrachten dazu die Spie- 
gelung und Brechung an der ebenen Grenz- 
fläche E zweier durchsichtigen Medien (Fig. 2). 
Sı, Ss, Ss und S, sollen Stücke von Ober- 
flächen schwarzer Körper sein; ihre Lage und 
Größe sei derart, daß das von SS, nach 
dem Flächenstück f der Grenzfläche E entsandte 
Strahlenbündel, soweit es gespiegelt wird, von 
Ss, soweit es Brechung erleidet, von S, absor- 
biert wird. Ebenso soll das von S, nach f 
gehende Strahlenbündel von S; und S:2 absorbiert 
werden. Das ganze System sei von vollkommen 
spiegelnden Wänden umgeben, und anfangs im 
Temperaturgleichgewicht. Schon Clausius hat 
gezeigt, daß eine bestimmte Beziehung zwischen 
den spezifischen Intensitäten der von S; und Ss 
einerseits, von Ss; und S, andererseits entsandten 
Strahlen zu den Brechungsindizes der beiden in 
# aneinandergrenzenden Körper die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür bildet, daß 
jede dieser vier Flächen S aus der Richtung f 
her ebensoviel Energie erhält, wie sie dorthin 
entsendet, daß also das anfängliche Temperatur- 
gleichgewicht nicht gestört wird. In veränderter 
Form findet sich diese Betrachtung auch bei 
Planck in seinen Vorlesungen über die Theorie 


‚Die Natur- 
wissenschaften 


der Wärmestrahlung!). Aber dabei spielt die In- 
kohärenz der von den Flächen S$ entsandten 
Strahlen die Rolle einer durchaus wesentlichen 
Voraussetzung. Könnten hingegen die von $, 
und $, nach’f gehenden Strahlen interferieren, 
so erhielte entweder S: aus der Richtung von f 
mehr Energie, als es dorthin entsendet, und 8, 
dementsprechend weniger, oder umgekehrt; wel- 
cher dieser Fälle einträte, und wie groß diese 
Unterschiede wären, hinge von der offenbar rein 
zufälligen Phasendifferenz ab, die bei der Inter- 
ferenz herrschte, so daß eine bestimmte Aussage 
überhaupt unmöglich wäre. Auf jeden Fall aber 
würde das Temperaturgleichgewicht zwischen 
den schwarzen Körpern, zu deren Oberflächen 
Ss und Ss; gehören, ohne sonstige Veränderung 
gestört — und damit wäre das Perpetuum mobile 
zweiter Art fertige. 

Die eigentliche Thermodynamik läßt uns also 
bei der Entscheidung zwischen Additionstheorem 
und Entropieprinzip im Stich, und so müssen wir 
die Statistik zu Hilfe holen. Fragen wir, in 
welcher Form wir sie auf Strahlenbündel anzu- 
wenden haben. 

Der erste Schritt zur Beantwortung dieser 
Frage besteht in der Abzählung der Freiheits- 
erade eines Strahlenbündels.. Wir haben dies 
oben als eine vierfach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Strahlen definiert, indem wir uns der 
Ausdrucksweise der geometrischen Optik be- 
dienten. Die Wellenoptik lehrt aber bekannt: 
fich, daß benachbarte Strahlen nicht unab- 
hängig voneinander bestehen. So bedeutet es 
denn auch keinen inneren Widerspruch, wenn 
wir dieser unendlichen Mannigfaltigkeit nur 
eine endliche Zahl von Freiheitsgraden zu- 
schreiben. 

Im Unterschiede zu dem einen schmalen, 
aber ‘endlichen Spektralbereich ausfüllenden 
Strahlenbündel wollen wir jetzt für den Augen- 
blick eine Schwingung betrachten, die sich in 
jedem Punkte als reine Sinusschwingung von 
der Schwingungszahl v. darstellt; ihre Wellen- 


.. . ( . . N 
länge ‘ist dann A =; Eine derartige Strahlung 


denken wir uns etwa von einer kreisförmig be- 
erenzten Linse zur Konvergenz auf dem Flä- 
chenstiick f in der Brennebene der Linse ge- 
bracht. Bekanntlich kann man dabei nicht be- 
liebig kleine Strecken in der Brennebene abbil- 
den, sondern der kleinste Abstand zweier Bild- 
punkte, die wahrnehmbar verschieden beleuchtet 
sind, ist, wenn ® der Winkel ist, unter welchem 
der Durchmesser der Linse von einem Punkt 


. " a 
auf f gesehen wird, von der Größenordnung a" 


Die kleinste, unabhängig von ihrer Umgebung 
beleuchtete Fläche ist somit von der Größen- 
22 


92° oder, da Q—x#® der räumliche 


ordnung 


1) § 36 und 37. 
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leich pp 
gleich „5 
wobei 8 eine von der Wellenlänge unabhängige, 
der Größenordnung nach von 1 jedenfalls nicht 
verschiedene, reine Zahl bedeutet. Die im 
ganzen bestrahlte Fläche f setzt sich mithin aus 
f: ı 2 s3vf2 
2. wi 23 
unabhingig von einander bestrahlten ,,Elemen- 
tarflächen“ zusammen. Diese Zahl gibt offen- 
bar an, wieviel Freiheitsgrade man bei der Be- 
Jeuchtung der Fläche f mit einer aus dem räum- 
lichen Winkel Q senkrecht auf sie fallenden 
streng einfarbigen Strahlung hat. 

Nun kehren wir zu dem endlichen Spektral- 
bereich zurück, dem wir in der Skala der 
Schwingungszahlen die Breite dv zuschreiben. 
Wäre nur eine Elementarfliche beleuchtet, so 
könnte man den Schwingungszustand auf ihr für 
die Zeit 7, welche das Strahlenbündel dauert, 
durch eine Fouriersche Reihe 


@ (t) = IC, cos (2 x = - on} 


Winkel des Konvergenzkegels ist, 


(n durchläuft die Reihe der positiven ganzen 
Zahlen) darstellen, wobei aber nur die Schwin- 


n : a 2 
gungszahlen T auftreten dürfen, die den 
‘ . n = 
Ungleichungen vr< =. <y»-+dyr genügen. Deren 


zr 
i} A 
Anzahl beträgt Tdv= - dv, wenn I= cT die 


Linge des Strahlenbündels bedeutet. Für die 
jetzt in Rede stehende Schwingung wäre also 
dies die Zahl der Freiheitsgrade. 

Nehmen wir schließlich eine spektrale Breite 
und eine, Mehrzahl von „Elementarflächen“ an, so 
haben wir offenbar die beiden bisher für Frei- 
heitsgrade abgeleiteten Zahlen zu multiplizieren, 
um die Zahl der Freiheitsgrade für ein Strah- 
lenbündel von .der spektralen Breite dv und der 
Länge I zu finden, das die Fläche f aus dem 
körperlichen Winkel 2 senkrecht bestrahlt; sie 
beträgt, wenn wir sogleich das Ergebnis einer 
eingehenderen mathematischen Untersuchung, 
daß 5 —1 ist*), hinzunehmen 

vfl2dv 
oe 
Der Leser wird wohl schon selbst bemerkt haben, 
daß diese drei Abzählungen nicht vollkommen 
genau sind. Sie sind nur dann gute Näherungen, 
wenn die hingeschriebenen Zahlen so groß sind, 
daß eine Vermehrung oder Verminderung um ein 
paar Einheiten nichts ausmacht. 

Jeder dieser Freiheitsgrade kann 
schwingungen von der Schwingungszahl v aus- 
führen; die geringen, von der spektralen 
Breite dv herrührenden Unterschiede spielen für 
die Statistik weiterhin keine Rolle. Wie man 
die Statistik auf sie anzuwenden hat, mag noch 


Sinus- 


t) M. Lane, Ann. d. Phys. 44, 1197, 1914. 


nicht endgültig entschieden sein; jedenfalls ge- 
langt man zum Planckschen Strahlungsgesetz, 
wenn man voraussetzt, daß jeder Freiheitsgrad 
an Energie nur ganz Vielfache des Quantums hv 
aufnehmen kannt). Die statistische Betrach-' 
tung, auf die man dann geführt wird, findet sich 
z. B. in der ersten Auflage von Plancks Vor- 
lesungen über die Theorie der Wärmestrahlung, 

148, vorgebildet. Geht man von der so berech- 
neten Wahrscheinlichkeit W des Strahlenbündels 
mittels des Boltzmannschen Prinzip S=k.logW 
sogleich zu seiner Entropie über, so findet man 
in Übereinstimmung mit Planck?) für sie: 


: _k ad A LQ CR eK 
=? Han) i) 
CFR | 

8 hv3f 
wobei 8, wie früher, die spezifische Intensität be- 
deutet. 

Doch diese Formel und ihre Ableitung ist 
für uns hier nicht die Hauptsache; es kam uns 
nur darauf an, anschaulich zu machen, daß man 
statistische Betrachtungen unmittelbar auf Strah- 
lenbündel anwenden kann. Jetzt wenden wir 
uns zu der Frage, wie sich für diese Statistik 
kohärente und inkohärente Strahlenbündel unter- 
scheiden. 

Haben wir zwei in. den geometrischen Be- 
stimmungsstücken und im Spektralbereich völlig 
übereinstimmende Strahlenbündel, so werden 
falls sie inkohärent sind, in entsprechenden Ele- 
mentarstücken ihrer Brennflächen noch ganz 
verschiedene, voneinander unabhängige Schwin- 
gungen herrschen. Infolgedessen ist die Zahl 
von Möglichkeiten, die für das erste Bündel ver- 
fügbare Energie über dessen Freiheitsgrade zu 
verteilen, unabhängig von dem im zweiten herr- 
schenden Verteilungszustand, ja unabhängig von | 
dessen Vorhandensein; diese Zahl aber ist die 
Wahrscheinlichkeit W,. Ebenso berechnet sich 
die Wahrscheinlichkeit W, ohne Rücksicht auf 
das erste Bündel. Die Zahl der verschiedenen 
möglichen Energieverteilungen über beide Bün- 
del, bei denen aber jedes Bündel im Ganzen gerade 
seine vorgegebene Energie erhält, ist demnach 
das Produkt W;.W;. Nach der Beziehung 
S—k.logW folgt hieraus SS, + Se, d. h. das 
Additionstheorem der Entropie, das wir schon 
oben für inkohärente Strahlenbündel angenom- 
men haben. Und zwar bleibt diese Überlegung 
auch dann noch richtig, wenn die oben angedeu- 
tete Form der Statistik, die auf dem Energie- 
element hv fußt, durch eine andere ersetzt wird. 

Sind die beiden Strahlenbündel aber vollstän- 
dig kohärent, so vollführen entsprechende Frei- 
heitsgrade in ihnen genau die gleichen Schwin- 
gungen, die sich nur noch durch einen vom In- 


es dv 


1) Eine neuere Untersuchung von Rubinovwicz führt 
diese Annahme auf die Sommerfeld-Epsteinsche Quan- 
tenbedingungen zurück (Phys. Z., S. 18, 96, 1917). 

2) Plancks Vorlesungen über die Theorie der 
Wärmestrahlung, Formel 278 der zweiten Auflage. 
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tensitätsverhältnis der beiden Bündel abhängigen 
Amplitudenfaktor voneinander unterscheiden. 
Wie man in diesem Fall statistisch zu rechnen 
hat, scheint mir noch eine offene Frage; jeden- 
falls läßt sich die Statistik des Systems aus beiden 
nicht so ansetzen, daß man dabei beide als unab- 
hängig betrachtet; hier gilt nicht W = W,. Ws. 
Das Additionstheorem der Entropie gilt also nicht 
für kohärente Strahlenbiindel. Damit ist die 
oben gestellte Frage zu Ungunsten des Additions- 
theorems gelöst; nichts hindert mehr, das Prinzip 
der Zunahme der Entropie auch für Interferenz- 
erscheinungen gelten zu lassen. Da es sonst sich 
als ausnahmslos gültig erwiesen hat, werden wir 
jetzt selbstverständlich diese Übertragung unbe- 
denklich vollziehen. 

Auf Grund dieses Prinzips aber müssen wir 
schließen, daß die in Fig. 1 geschilderte 
umkehrbare Verwandlung eines Strahlenbün- 
dels in zwei kohärente wie jeder umkehr- 
bare Vorgang die Entropie unverändert läßt, 
daß also die Entropie zweier kohären- 
ten Bündel einfach gleich der Entropie des einen 
Bündels ist, aus dem sie entstanden sind. Die 
Intensität & des letzteren ist die Summe aus den 
Intensitäten 8, und Ss der ersteren. Bezeichnet 
man daher die Entropie eines Bündels, um die 
Abhängigkeit von der spez. Intensität R zu kenn- 
zeichnen, mit S (8), so ist die Entropie von 
zwei vollständig kohärenten -Biindeln gleich 
S(R®, +R.) und die von drei, vier, usw. voll- 
ständig kohärenten Bündeln gleich S(R®, + Re + 
8s+...). Das letztere beweist man, indem 
man nacheinander je zwei durch Spiegelung und 
Brechung wie in Fig. 1 vereinigt, bis nur ein 
Verlieren zwei Strahlenbündel 





Bündel übrig ist. 
ihre Kohärenz, so ist das demnach ein unum- 
kehrbarer Vorgang; denn nach der schon auf 
Seite 208 erwähnten Eigenschaft der Funktion 
S($t), mit wachsendem immer zu wachsen, 
aber in immer geringerem Maße, folgt die Un- 
gleichung S(R,) + S(R2) > S(R, + RK2), auf deren 
rechten Seite die Entropie der ursprünglichen 
kohärenten Bündel, auf deren linken Seite aber 
die Entropie derselben, nun inkohärent gewor- 
denen Bündel auftritt.*) 

Zum Schluß seien noch ein paar Andeutungen 
über teilweise kohärente Strahlenbündel gestattet. 
Da sie den Übergang zwischen Kohärenz und In- 
kohärenz stetig vermitteln, so kann schon bei 
ihnen das Additionstheorem der Entropie nicht 
Dennoch läßt sich auch bei ihnen 
die Gesamtentropie angeben. Man braucht dazu 
zunächst eine meßbare, die Kohärenz bestim- 
mende Größe, die zusammen mit den Intensitäten 
erst ein System aus zwei solehen Bündeln voll- 
ständig bestimmt. Es läßt sich ein solches in 
der Tat aus Interferenzversuchen zwischen den 
Bündeln ableiten. Die Entropie’ ist eine Funk- 
tion der Intensitäten und dieses Kohärenzmaßes. 


mehr gelten. 


1) Diese Ungleichung ergibt sich "unmittelbar aus 
Anm, 1 zu Seite 208, wenn man dort $’, — 0 setzt. 
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Wie diese Abhängigkeit ist, das lehrt der Satz 
Man kann jedes System von zwei teilweise koha 
renten Strahlen durch Spiegelung und Brechung 
auf umkehrbare Weise in zwei inkohärente 
Strahlen verwandeln‘). Die Entropie jenes 
Systems ist also gleich der Summe der Entro- 
pieen der beiden letzteren Bündel, und da deren 
Intensitäten abhängig sind von den Intensitäten 
und dem Kohärenzmaß der ursprünglichen 
Strahlen, erhält man somit die gesuchte Entro 
pie auch als Funktion des Kohärenzmaßes. Die 
ser Satz bleibt richtig, wenn die Kohärenz eine 
vollständige ist; nur wird dann die Intensität 
des einen der inkohärenten Bündel gleich Null, 
und damit kommen wir auf das obige zurück 
Ein entsprechender Satz gilt für drei und ver 
mutlich auch für mehr teilweise kohärente Strah 
lenbiindel. Die weitere Ausführung dieser B« 
trachtungen würde aber den Raum dieses Auf 
satzes überschreiten. 

Zusammenfassend können wir sagen: Di 
Entropie des einzelnen Strahlenbündels ist un 
abhängig davon, ob ein zu ihm kohärentes von 
handen ist oder nicht. Die Entropie eines 
Systems von inkohärenten Strahlenbündeln setzt 
sich additiv aus: den Entropieen der einzelnen 
Bündel zusammen. Bei einem System vollständig 
kohärenter Strahlenbündel ist sie hingegen so 
zu berechnen, daß man die spezifischen Inten 
sitäten addiert und die Summe in die Entropie- 
funktion einsetzt. 

In der Thermodynamik der Körper wird das 
Additionstheorem allgemein anerkannt und es ist 
dort aufs Engste mit der Definition der Entropi« 
verflochten. Für verschiedene Körper wird es 
als besondere Definition eingeführt (Vergleich: 
z. B. Planck’s Vorlesungen über Thermodynamik 
$ 131: „Endlich bezeichnen wir die Summe der 
Entropieen mehrerer Körper kurz als die En 
tropie des Systems aller Körper . .“); nur so läßt 
sich der Satz der Summe der Entropieen zum Satz 
von der Zunahme der Entropie umformen. Für 
die Teile eines homogenen Körpers aber liegt es 
schon in der Definitionsgleichung der Entropie 
dS =(dU + pdV)/T, da sich die Energien und die 
Volumina der Teile additiv zur Gesamtenergie 
UV und zum Gesamtvolumen V zusammenfügen. 
Im Sinne der Statistik liegt die Berechtigung des 
Additionstheorems einzig und allein darin, daß 
es bei den Körpern nichts der Kohärenz ent 
sprechendes gibt. Es gibt eben keinen Natur- 
vorgang, der zwischen den molekularen Bewe- 
gungen in zwei nicht zu kleinen Körpern einen 
einigermaßen innigen Zusammenhang herstellte. 
Aber diese Beschränkung auf nicht zu kleine 
Körper ist durchaus notwendig. In zwei benach- 
barten Körperstücken, die nur wenige Atome um- 
fassen, wird im Allgemeinen ein soleher Zu- 
sammenhang herrschen; in diesem Fall das 
Additionstheorem anzuwenden, wäre sicher nicht 
zulässige. Das ist natürlich kein Einwand gegen 


1) M. Laue, Ann. d. Phys. 23, 1, 1997. 





on 


zu —- ie 


r 
ten 
tz 
va 


ng 





Heft 17. 
26. 4. 1918 
die klassische Thermodynamik, die sich bekannt- 
lich immer nur auf hinreichend groBe, viele Atome 
umfassende, Körper bezieht. 


Die Quantentheorie. 
Ihr Ursprung und ihre Entwicklung. 
Von Dr. Fritz Reiche, Berlin. 


Der Satz, daß kleine Ursachen große Wir- 
kungen erzeugen, hat in der Geschichte der Phy- 
sik mehr als einmal seine Bestätigung gefunden. 
Denn oft ist aus den unscheinbarsten Differen- 
zen zwischen Theorie und Experiment, die der 
gewissenhafte Beobachter als reell und systema- 
tisch erkannte, eine neue und bedeutsame Theorie 
hervorgewachsen. 

So entstand aus dem negativen Ergebnis des 
bekannten Michelson-Morleyschen Interferenz- 
versuches, der mit den schärfsten Mitteln der 
optischen Feinmessung die Wirkung der Erd- 
bewegung auf die Lichtausbreitung aufdecken 
sollte, das Gebäude der Einsteinschen Relativi- 
tätstheorie mit allen ihren umwälzenden Konse- 
quenzen. 

So hat sich auch aus geringfügigen Diskre- 
panzen zwischen den gemessenen und berechneten 
Werten der Strahlung des schwarzen Körpers die 
von Max Planck begründete Quantentheorie ent- 
wickelt, die berufen war, im Laufe der Zeit in 
fast allen Gebieten der Physik Revolutionen 
erößten Stils zu entfachen. 

Die Quantentheorie ist noch verhältnismäßig 
jung, und es ist daher nicht zu verwundern, daß 
wir einer unabgeschlossenen, im stärksten Ent- 
wicklungsflusse befindlichen Theorie gegenüber- 
stehen. Aber gerade aus diesem Grunde und 
wegen ihrer umfassenden und erstaunlichen 
leistungen, die sich — man möchte fast sagen — 
täglich vermehren, ist es von großem Reiz, einen 
Überblick über die bisherige Lebensgeschichte der 
(Juantenlehre zu versuchen. 

I. Der Ursprung der Quantenhypothese, 

Das Geburtsjahr der Quantentheorie ist das 
Jahr 1900. Als in den vorangehenden Jahren 
(1897—99) Lummer und Pringsheim ihre grund- 
legenden Strahlungsmessungen am schwarzen 
Körper durchführten,-da konnten sie nicht ahnen, 
daß ihre sorgfältigen Versyche zum Ausgangs- 
punkt einer so en 7 Umwälzung wur- 
den, wie sie die Physik wohl selten erlebt hat. 
Im Vordergrunde des Interesses auf dem Gebiete 
der Wärmestrahlung stand damals die Strahlung 
des „schwarzen Körpers“, d. h. desjenigen Kör- 
pers, der alle auf ihn fallende Strahlungsenergie 
vollständig verschluckt. Er allein besitzt, wie 
Gustav Kirchhoff bewiesen hat, unter allen Kör- 
pern die folgende ausgezeichnete Eigenschaft: 
die Strahlung, die er aussendet, hängt, wenn 
man sie spektral zerlegt, nur von der Schwin- 
gungszahl v und von der absoluten Temperatur 7 
des Körpers ab. Es ist also, wie man sagt, die 
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„monochromatische Strahlungsintensität“ des 
schwarzen Körpers $,*), eine Funktion allein 
von der Temperatur T und der Schwingungs- 
zahl v: 
BED erh 
Diese funktionale Abhängigkeit einerseits zu be- 
rechnen, andererseits zu messen, war ein derzeit 
noch ungelöstes Problem. Einwandfreie Messun- 
gen waren natürlich erst möglich, nachdem auf 
Grund eines Kirchhoffschen Satzes durch Lum- 
mer und Willy Wien der schwarze Körper reali- 
siert worden war, und zwar als ein gleichmäßig 
geheizter, innen geschwärzter Hohlraum mit einer 
kleinen Öffnung, durch welche die zu messende 
Strahlung nach außen dringt. Der Untersuchung 
dieser schwarzen Strahlung in ihrer Abhängigkeit 
von der Schwingungszahl und der Temperatur 
des emittierenden Körpers waren die Arbeiten 
von Lummer und Pringsheim gewidmet. 
Während so die Experimentalforschung ihren 
Weg ging, war die Theorie nicht müßig geblieben, 
sondern hatte ihr durch Aufstellung dreier wich- 
tiger Gesetze vorgearbeitet. An erster Stelle 
hatte Boltzmann mit Hilfe der Elektrodynamik 
und Thermodynamik das von Stefan schon vor- 
her ausgesprochene Gesetz bewiesen, daß beim 
schwarzen Körper die Gesamtstrahlung aller 
Schwingungszahlen zusammen, also die Größe 


= 4 
[& dv, proportional der -vierten Potenz seiner 


0 

absoluten Temperatur wachse. In weitere Fein- 
heiten drangen die von W. Wien. aufgestellten 
Sätze. Indem Wien sich die schwarze Strahlung 
in einem Hohlraum mittels eines beweglichen 
reflektierenden Stempels, wie ein Gas adiabatisch 
reversibel komprimiert dachte, und auf die reflek- 
tierten Wellen das Dopplersche Prinzip anwandte, 
gelang es ihm, die unbestimmte funktionale Ab- 
hingigkeit der Strahlungsintensität &, von v 
und 7 weitgehend einzuschränken; er erhielt 
eine Beziehung von der Form: 


a v3 rl? [e = Lichtgeschwindig- @ 
ur iy keit im Vacuum] ' “ 
wo die Bestimmung der Funktion F noch offen 
blieb. Aus diesem ,,Wienschen Verschiebungs- 


gesetz“ ergeben sich 2 Folgerungen: 

Diejenige Schwingungszahl vmax; für die 
8, (als Funktion von v aufgetragen) sein Maxi- 
mum Sax besitzt, verschiebt sich mit wachsen- 
der Temperatur, proportional 7 nach höheren 
Werten; max selbst wächst der 3. Potenz der 
Temperatur proportional. Die endgültige Auf- 
stellung des Strahlungsgesetzes erforderte also 
jetzt nur noch die Ermittlung der unbekannten 
Funktion F. Aber dies war eben auch der Kern- 
punkt der ganzen Frage und der schwierigste Teil 

1) $, ist folgendermaßen definiert: Die Ober- 


flächeneinheit des schwarzen Körpers entsendet in 
der Zeiteinheit nach einer Seite die Energiemenge 
2x8,dv unpolarisierter Strahlung vom Schwingungs- 
zahleninterwall dv. 
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des Problems. Auch hier hat Wien den ersten er- 
folgreichen Vorstoß unternommen. Auf Grund 
nicht ganz einwandfreier Berechnungen gelangte 
er, in Anlehnung an das Maxwellsche Geschwin- 
digkeitsverteilungsgesetz, zu einem Strahlungs- 
gesetz von folgender Form: 

2. Br 

a v3 — 

R, = a °€ 


fa und ß sind 2 Konstanten]. (3 
a J 


Wie stellte sich nun die Erfahrung zu diesen 
theoretischen Ergebnissen? Während das Ste- 
fan-Boltzmannsche Gesetz und das Wiensche 
Verschiebungsgesetz durch die Beobachtungen 
von Lummer und Pringsheim weitgehend be- 
stätigt wurden, fanden die beiden Forscher das 
Wiensche Strahlungsgesetz nur für hohe Schwin- 
gungszahlen (kleine Wellenlängen) erfüllt, kon- 
statierten dagegen systematische Abweichungen 
für kleine Schwingungszahlen (lange Wellen). 
An der Realität dieser Abweichungen hielten sie 
mit hartnäckiger Konsequenz fest, trotzdem von 
gewichtiger Seite Einspruch erhoben wurde. 
Während nämlich Paschen durch seine Arbeiten 
die Allgemeingültigkeit der Wienschen Formel 
bewiesen zu haben glaubte, war auch Planck in 
seiner ausführlichen Theorie der irreversiblen 
Strahlungsvorgänge auf strengerem Wege als 
Wien zur Wienschen Strahlungsformel gelangt. 
Ausgehend von dem Kirchhoffschen Satz, daß 
in einem gleichmäßig geheizten Hohlraum bei 
Anwesenheit beliebiger emittierender und absor- 
bierender Substanz sich der schwarze Strahlungs- 
zustand herstellt, wählte Planck als Modell einer 
solchen Substanz ein System linearer, elektro- 
magnetischer Oszillatoren und untersuchte das 
Strahlungsgleichgewicht, das sich zwischen ihnen 
und der Hohlraumstrahlung einstellt. Dabei ging 
er in zwei Schritten vor: Einerseits gewann er 
aus der Elektrodynamik eine Beziehung zwischen 
der Strahlungsintensität 8, und der mittleren 
Energie U eines Oszillators von der Eigenschwin- 
eungszahl v: 


q 
v . 
Oe stm Us cw ee ce A 
of 
andererseits bestimmte er — in allerdings nicht 
eindeutiger Weise — auf Grund des zweiten 


Hauptsatzes der Thermodynamik U als Funk- 
tion von v und TJ. Die Kombination beider 
Schritte lieferte das Wiensche Gesetz. 

Aber Lummer und Pringsheim gaben nicht 
nach! In einer erneuten Untersuchung im Jahre 
1900 zeigten sie, daß im Gebiet der langen Wel- 
len die Wiensche Formel unzweifelhaft die Be- 
obachtungen nicht darstellte. Da entschloß sich 
Planck, in einer bedeutsamen Arbeit, die man 
als die Schöpfung der Quantenhypothese ansehen 
muß, seine Ableitung des Strahlungsgesetzes zu 
modifizieren, und zwar den nicht eindeutigen 
Ausdruck für die mittlere Oszillatorenergie U 
(als Funktion von v und T) abzuändern. Er ging 
dabei in folgender Weise vor: Die ganze, dem 
Oszillatorensystem zur Verfügung stehende Ener- 


Die Natur- 
wissenschaften 
gie wurde in eine diskrete Anzahl endlicher 
„Energieelemente“ (Energiequanten) « geteilt, und 
diese nach dem Zufall auf die einzelnen Oszilla- 
toren verteilt. So konnte mittels bekannter kom- 
binatorischer Formeln die Wahrscheinlichkeit 
einer bestimmten Verteilung, und daraus nach 
einem von Boltzmann aufgestellten Satz die 
Entropie des Oszillatorsystems berechnet werden. 
Die Heranziehung des zweiten Hauptsatzes der 
Thermodynamik, der ja zwischen Entropie und 
Energie eine Beziehung herstellt, ergab fiir die 
mittlere Energie eines Oszillators den Wert 


. € , ; e 
U=— [k ist eine Konstante]. (5 
er? 1 
Dabei mußte — und das ist ein wesentlicher 
Punkt der Theorie — das Energieelement selbst 


wenn man mit dem Wienschen Verschiebungs- 

gesetz in Einklang bleiben wollte, der Schwin- 

gungszahl proportional gesetzt werden, d. h. es 
mußte 

e=hv [h ist eine Konstante]. . . . (6 

sein. So folgte aus (4), (5) und (6) als End 

resultat die berühmte Plancksche Strahlungs- 
formel: 

@ _hv 1 a 

Hr — u hr . u — 

e’_ı 


die noch im selben und im darauffolgenden Jahre 
(1900 und 1901) durch Messungen von Rubens 
und Kurlbaum einerseits, von Paschen anderer 
seits aufs beste bestätigt wurde. Auch die spi 
teren zur Prüfung dieser Formel angestellten 
Untersuchungen, besonders die exakten Messun 
gen, die in den letzten Jahren in der Reichs 
anstalt ausgeführt worden sind, haben die Gül 
tigkeit des Planckschen Gesetzes dargetan. 

Doch mit der Aufstellung der Strahlungs- 
formel waren die Erfolge der neuen Planckschen 
Theorie nicht erschöpft, vielmehr offenbarten 
sich sogleich bedeutsame Beziehungen dieser 
Theorie zu anderen Gebieten. Es zeigte sich 
nämlich, daß die in der Strahlungsformel auf 
tretende und meßbare Größe %k gleich ist dem 
Quotienten der absoluten Gaskonstanten R durch 
die Avogadrosche Zahl N (Zahl der Moleküle in 
einem Grammolekül) 

k= snes ; — 

Da der Wert von R aus der Zustandsgleichung 
idealer Gase bekannt war, konnte aus den Strah- 
lungsmessungen somit N, und unter Benutzung 
der Coulombschen Zahl (Ladung, die mit einem 
einwertigen Gramm-Ion wandert) sogar die 
Ladung des Elektrons e berechnet werden. Da- 
bei ergab sich eine bemerkenswerte Übereinstim- 
mung mit den nach anderen Methoden berechne 
ten Werten. 

II. Das Versagen der klassischen Statistik. 


Hatten diese großen Erfolge das Vertrauen 
zur Planckschen Theorie gerechtfertigt, so er 
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kannte man auch bald — worauf Planck 
schon in seinen ersten Arbeiten mit Nach- 


druck hinwies —, daß der Kernpunkt der 
Theorie eben in der Quantenhypothese bestand, 
d. h. in der neuartigen und befremdlichen Vor- 
stellung, daß die Energie der Oszillatoren mit der 
Eigenschwingungszahl v keine stetig veränderliche 
Größe, sondern stets ein ganzzahliges Vielfaches 
des Energieelements ¢ = hvist.: Die Erkenntnis 
von der Notwendigkeit dieser Hypothese hat sich 
im Laufe der Jahre immer mehr durchgerungen 
und befestigt, und zwar wesentlich auf dem Wege 
des indirekten Beweises; dadurch nämlich, daß 
alle Versuche, mit der klassischen Theorie durch- 
zukommen, folgerichtig zu einem falschen Strah- 
lungsgesetz führten. Indem nämlich Planck das 
Strahlungsproblem zu einem Wahrscheinlichkeits- 
problem erhoben hatte — es sollte ja eine be- 
stimmte Energie auf die Oszillatoren nach dem 
Zufall verteilt, und der Mittelwert der Energie 
eines Oszillators U berechnet werden —, war es 
möglich geworden, die Methoden der von Maz- 
well, Boltzmann und Gibbs begründeten statisti- 
schen Mechanik in Anwendung zu bringen. Was 
aber forderte diese? Einer ihrer Hauptsätze ist 
der Satz von der gleichmäßigen Verteilung der 
kinetischen Energie, nach dem im statistischen 
Gleichgewicht bei der absoluten Temperatur T 
jeder Freiheitsgrad eines noch so komplizierten 

kT 


Systems im Mittel die kinetische Energie 5 


besitzt. Danach mußte der lineare Plancksche 
Oszillator (ein Freiheitsgrad) die mittlere kine- 


: oe . e 
tische Energie = k T, daher die mittlere Gesamt- 
2 : 


energie (kinetische + potentielle) 

if > A 
besitzen. Dieses Ergebnis der klassischen Sta- 
tistik, mit Formel (4) kombiniert, liefert das von 
Rayleigh und Jeans aufgestellte Strahlungs- 
gesetz: 


Moke ....... 00 


das als Grenzfall fiir kleine Werte von “3 d. h. 


fiir sehr lange Wellen oder sehr hohe Tempe- 
raturen, in dem Planckschen Gesetz mitenthalten 
ist. (Der andere Grenzfall der Planckschen For- 


. os ) r v 74% 
mel ist das fiir groBe Werte von T gültige 


Wiensche Strahlungsgesetz [3].) Dieses Ray- 
leigh-Jeansche Strahlungsgesetz steht im grell- 
sten Widerspruch zur Erfahrung. Während alle 
beobachteten Energieverteilungskurven des 
schwarzen Körpers (d. h. &, bei festem 7 als 
Funktion von v aufgetragen) ein Maximum auf- 
weisen, steigt die durch (10) gegebene Kurve mit 
wachsendem v unbegrenzt an, und liefert daher 


© 
auch für die Gesamtstrahlung [®, dv einen un- 
0 
endlichen Wert. 
Von verschiedenster Seite und in verschieden 
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ster Weise ist im Laufe der Jahre versucht wor- 
den, unter Beibehaltung der klassischen Statistik 
dem Rayleighschen Gesetz zu entgehen, Alles 
vergeblich! So hat Jeans ohne Heranziehung der 
materiellen Oszillatoren nur die .Strahlung in 
einem Hohlraum betrachtet und die Energie nach 
dem Gleichverteilungssatz auf die einzelnen Frei- 
heitsgrade der Hohlraumstrahlung (das sind 
hier die einzelnen Eigenschwingungen) ver- 
teilt. So hat H. A, Lorentz in einer tief- 
gehenden Untersuchung die Wärmestrahlung der 
Metalle abgeleitet, ausgehend von der Vorstellung, 
daß die freien Leitungselektronen bei ihren Stößen 
gegen die Metallatome die Strahlung erzeugen, 
und unter Anwendung des Gleichverteilungs- 
satzes auf die Bewegung der Elektronen. In 
etwas anderer Weise gingen Einstein und Hopf 
vor; sie dachten sich den Planckschen Oszillator 
fest mit einem Molekül verbunden und dieses 
Gebilde der Strahlung und den Stößen der an- 
deren Moleküle ausgesetzt. Dann ließ sich das 
Strahlungsgesetz aus der statistischen Gleichge- 
wichtsbedingung gewinnen, nach der der Impuls, 
den die Molekülstöße dem Gebilde erteilen, im 
Durchschnitt ebenso groß ist, wie der Impuls, 
den die Strahlung dem Oszillator erteilt. Alle 
die genannten Ableitungen führten immer wie- 
der zur Rayleighschen Strahlungsformel. Und 
endlich hät auf dem Solvay-Kongreß 1911 
H. A. Lorentz in denkbar allgemeinster Weise 
gezeigt, daß man mit Notwendigkeit zu diesem 
falschen Gesetz gelangt, wenn man für die ge- 
samten Erscheinungen (mechanischer und elektro- 
magnetischer Natur), die sich in einem mit Strah- 
lung, Materie und Elektronen erfüllten Hohl- 
raum abspielen, die Gültigkeit der Hamilton- 
schen Grundgleichungen der Mechanik und des 
Gleichverteilungssatzes voraussetzt. 


III. Die Entwicklung und Verzweigung der 
Quantentheorie. 

So muBte sich, wie gesagt, die Uberzeugung 
befestigen, daß jeder Versuch, das Strahlungsge- 
setz auf Grund der klassischen Elektrodynamik 
und Statistik abzuleiten, von vornherein zum 
Scheitern verurteilt war, und daß man in die 
Theorie eine unbekannte Unstetigkeit, wie sie die 
Quantenhypothese fordert, einzuführen gezwun- 
gen sei. 

Daß man dabei mit bestehenden und bis da- 
hin gut fundierten Theorien in schärfsten Kon- 
flikt geriet, war ohne weiteres klar. Sollte näm- 
lich die Energie des Planckschen Oszillators nur 
ganze Vielfache von e=hv betragen (also nur 
die Werte 0, e,2e, 3e, usw. annehmen können), so 
mußte, da der Oszillator seine Energie nur durch 
Absorption und Emission ändert, daraus mit 
Notwendigkeit geschlossen werden, daß der Oszil- 
lator nicht beliebige Energiemengen, sondern 
eben nur ganze Vielfache von € absorbieren und 
emittieren kann (Quantenemission und Quanten- 
absorption). Diese Folgerung schlägt der klassi- 
schen Elektrodynamik ins Gesicht; denn nach der 
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Elektronentheorie emittiert und absorbiert ein 
elektromagnetischer Oszillator (etwa ein schwin- 
gendes Elektron) im Strahlungsfelde durchaus 
stetig, d. h. in hinreichend kleinen Zeiten be- 
liebig kleine Energiebetrige. 

Hier klaffte am Eingangstor zu dem neuen 
Land bereits ein Spalt, der entweder, in Hinsicht 
auf die Erfolge der klassischen Theorie, durch 
einen Kompromiß überbrückt werden mußte, oder 
unter Verzicht. auf das Bestehende rücksichtslos 
erweitert werden konnte. Zu dem letzteren radi- 
kalen Schritt fühlte sich Einstein gedrängt. Auf 
Grund sehr origineller Überlegungen stellte er 
die Hypothese auf, daß die Energiequanten nicht 
nur, wie Planck meinte, bei der Wechselwirkung 
zwischen Strahlung und Materie (Oszillatoren) 
eine Rolle spielen, sondern daß die Strahlung 
auch bei ihrer Ausbreitung im Vakuum oder in 
irgend einem Medium quantenhafte Struktur be- 
sitze (Lichtquantenhypothese). Danach sollte also 
alle Strahlung sich aus unteilbaren „Strahlungs- 
quanten“ zusammensetzen; bei der Ausbreitung 
vom erregenden Zentrum sollte sich die Energie 
nicht gleichmäßig in Kugelwellen auf immer 
größere Räume verteilen, sondern aus einer end- 
lichen Zahl konzentrierter Energiequanten be- 
stehen, die sich wie materielle Gebilde bewegen 
und nur als Ganzes emittiert und absarbiert wer- 
den können. Zu dieser merkwürdigen und mit 
allen Erfahrungen der Undulationstheorie bre- 
chenden Vorstellung glaubte sich Einstein durch 
mehrere, zum gleichen Ziele führende Unter- 
suchungen genötigt. Und zwar durch Berechnung 
gewissär Schwankungserscheinungen im. Strah- 
lungsfeld, Erscheinungen, wie sie uns aus der 
Statistik, besonders der kinetischen Gastheorie 
geläufig sind. Es ist ja bekannt, daß in einem 
Gase, das n Moleküle im Volumen vo enthält, die 
räumliche Verteilungsdichte dieser Moleküle 
keineswegs eleichmäßig ist, sondern infolge der 
Bewegung der Moleküle Schwankungen unter- 
liegt. Ja, es können unter Umständen so extreme 
Fälle eintreten, daß z. B. alle Moleküle in einem 
Augenblick in einem Teilvolumen v(< vo) ver- 
sammelt sind. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist 


v\r 
° >= 
vo 


Ganz analogen Schwankungen unterliegt nun 
auch die räumliche Energiedichte der Strahlung, 
die in einem Volumen vo eingeschlossen ist. Ist 
E die Gesamtenergie der monochromatisch ge- 
dachten Strahlung, und ist die Schwingungszahl v 
dieser Strahlung so groß (oder ihre Temperatur 
so niedrige), daß das Wiensche Strahlungsgesetz 
für sie gilt, so wird die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß die gesamte Strahlung sich in dem Teil- 
volumen v(< ve) befindet, nach Einstein 
E 


= 
Vn 


Daraus ist zu schließen, daß sich die Strahlung 
im . Gültigkeitsbereich des Wienschen Gesetzes 
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E 
hv 
von einander unabhängigen Energiekomplexen von 
der Größe hv.. Zu demselben Schluß führt auch 
eine andere von Einstein herrührende Betrach- 
tung, welche die Impulsschwankungen ins Auge 
faßt, die eine freibewegliche reflektierende Platte 
im Felde der schwarzen Strahlung infolge der 
Unregelmäßigkeiten des Strahlungsdruckes er- 
leidet; ist die Platte außerdem noch den un- 
regelmäßigen Stößen von Gasmolekülen ausgesetzt 
(vollführt also eine Brownsche Bewegung), so 
muß zwischen den Impulsen, die die Moleküle 
einerseits, die Strahlung andererseits auf die 
Platte übertragen, Gleichgewicht bestehen. Legt 
man nun das Plancksche Gesetz für die Strahlung 
zugrunde, so folgt für die von der Strahlung her- 
rührenden Impulsschwankungen ein zweigliedriger 
Ausdruck, in welchem nur das eine Glied sich vom 
Standpunkt der klassischen Undulationstheorie 
aus berechnen läßt; das zweite Glied aber, das 
bei geringer Strahlungsdichte (d. h. bei hohen 
Schwingungszahlen oder tiefen Temperaturen) 
das erste an Größe weit übertrifft, wird verständ- 
lich, wenn man sich die Strahlung aus unteil- 
baren Quanten zusammengesetzt denkt, also die 
Lichtquantenhypothese einführt. 

So seltsam diese Hypothese auch anmutet, so 
war doch nicht zu verkennen, daß sie imstande 
war, eine große Reihe von Erscheinungen ein- 
fach und zwanglos zu erklären, denen die Undu- 
lationstheorie ziemlich ratlos gegenüberstand. 
Ein sehr drastisches Beispiel dafür sind die von 
Lenard und seinen Schülern erforschten Ge- 
setze der Phosphoreszenz, speziell die Stokessche 
Regel. Ist nämlich v, die Schwingungszahl des 
emittiarten Phosphoreszenzlichtes, v, die Schwin- 
gungszahl des phosphoreszenz-erregenden Lichtes, 
so verwandelt sich nach Einsteins Vorstellung 
je ein Quantum hv, des erregenden Lichtes in je 
ein Quantum hv» des Phosphoreszenzlichtes. Da- 
her muß nach dem Energieprinzip Ave Zhv, oder 
ve2v» sein. Das aber ist die Stokessche Regel. 


statistisch so verhält, als bestände sie aus n = 


Ganz ähnlich lassen sich auch die Fluoreszenz 
erscheinungen im Gebiete der Röntgenstrahlen 
und im Sichtbaren mit Hilfe der Liehtquanten 
hypothese deuten. Die Messungen von Barkla, W.ag- 
ner und de Broglie zeigten, daß auch bei der Er 
regung der sekundären „charakteristischen Rönt- 
genstrahlung“ durch primäre Röntgenstrahlen di« 
Stokessche Regel gilt; so erstreckt sich zum Bei 
spiel das zur Erregung der K-Serie dienende Ge- 
biet von Schwingungszahlen (das „Erregungsge- 
biet der K-Serie“), von einer scharf definierten 
Grenze vg (der sogenannten Absorptionsbandkante) 
an, nach höheren Schwingungszahlen hin, wobei 
vk etwas erößer ist, als die härteste bekannte 
Linie (y) der K-Serie. 

Es ist ferner von besonderem Interesse, dab 
nieht unter allen Umständen Lichtquanten sich 
wieder in Lichtquanten verwandeln. Vielmehr 
kann auch aus kinetischer Energie (etwa Elek- 
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tronenstoß) bei der Umwandlung eines Elemen- 
tarprozesses ein Lichtquant entstehen. Soll also 
etwa die charakteristische K-Serie-eines bestimm- 
ten Elementes durch den Aufprall von Katho- 
denstrahlen auf die, aus dem betreffenden Ele- 
ment verfertigte Antikathode erzeugt werden, so 
muß die kinetische Energie E eines aufprallen- 
den Elektrons einen kritischen Wert Ex über- 
schreiten. Denkt man sich nämlich E in ein 
Lichtquantum hv, verwandelt, so muß v, dem 
‚Erregungsgebiet der K-Serie“ angehören, also 
ve2vK sein (wo vx die Schwingungszahl der 
Absorptionsbandkante ist), daher E7hvx _= Ex 
Diese Beziehung hat sich nach Messungen von 
Wagner und Webster auch quantitativ gut be- 
stätigt. 

Auch im Sichtbaren und den unmittelbar an- 
grenzenden Spektralgebieten treffen wir auf ähn- 
liche Erscheinungen. So zeigten Franck und 
Hertz, daß man durch den Stoß von Elektronen, 
deren kinetische Energie einen kritischen Wert Eo 
übersteigt, eine bestimmte charakteristische 
Fluoreszenzlinie des Quecksilbers von der Schwin- 
gungszahl vo — 1,183.10 erregen kann. Dabei 
fanden sie die Beziehung E, = hw mit großer 
Genauigkeit erfüllt. 

Es ist nun bemerkenswert, daß auch der ent- 
sprechende umgekehrte Vorgang uns in der Natur 
‘ntgegentritt: Nämlich die Verwandlung eines 
Lichtquantums in kinetische Energie abgeschleu- 
derter Elektronen. Zu diesem Tatsachenkomplex 
gehören z. B. die photoelektrischen Erscheinun 
een, d. h. die Loslösung von Elektronen (etwa 
aus Metallen) durch die Einwirkung des Lichtes. 
Denkt man sich mit Einstein je ein Lichtquan- 
tum hv in kinetische Energie eines abgespreng- 
ten Elektrons verwandelt, so muß für die An- 
fangsgeschwindigkeit v der emittierten Elektronen 

Masse m) die Beziehung gelten: 
me—hv—P ; (il 


wo P die Arbeit ist, die das Elektron noch zu 
leisten hat, um von der Stelle seiner Loslösung 
aus bis zum Verlassen der Körperoberfläche zu 
fliegen. Es ergibt sich also für die Energien der 
emittierten Elektronen ein linearer Anstieg mit 
der Schwingungszahl des auslösenden Lichtes, ein 
Gesetz, dag nach jüngsten Messungen Millikans 
so exakt erfüllt ist. daß man darauf eine Be 
stimmung von A gründen kann. 

Noch in einer größeren Reihe anderer Fille. 
die hier nur kurz gestreift seien. hat sich die 
Lichtquantenhypothese, besonders in den Händen 
von Stark und Einstein, als Erklärungsmöglich- 
keit bewährt. So läßt sie z. B., bei dem Phänomen 
der Gasionisierung durch ultraviolettes Licht 
oder Röntgenstrahlen, die relativ äußerst geringe 
Zahl ionisierter Gasmoleküle verständlich er- 
scheinen, so ist sie ferner von Einstein mit Er- 
folg auf die von Warburg eingehend studierten 
photochemischen Reaktionen angewandt worden, 
und Stark hat auf ihrer Basis die Kanten der 
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Bandenspektren und den Doppler-Effekt bei den 
Kanalstrahlen gedeutet. 

Bei allen diesen Erfolgen der Lichtquanten- 
hypothese darf man indessen nicht außer Acht 
lassen, daß diese radikale Auffassung — in ihrer 
bestehendeh Form zum mindesten — mit der 
klassischen Undulationstheorie nur schwer in Ein- 
klang zu bringen ist. Da aber andererseits die 
Interferenz- und Beugungserscheinungen in allen 
ihren beobachtbaren Feinheiten durch die Wellen- 
theorie aufs beste wiedergegeben werden, so war 
es verständlich, daß nur wenig Forscher sich zu 
dem Opfer entschließen konnten, eine Modifika- 
tion oder gar ein Aufgeben der bewährten Vor- 
stellungen von der Lichtausbreitung gut zu 
heißen. Diesen vorsichtigeren und zurückhalten- 
deren Standpunkt vertrat Planck (und vertritt 
ihn noch heute), indem er das Quantenhafte in 
die Materie (den Oszillator) ‘verlegt wissen wollte, 
dagegen für die Lichtausbreitung im Raum die 
Lehren der klassischen Wellentheorie zu erhalten 
strebte. Jedoch stellten sich der weiteren Durch- 
führung schon seiner ersten Quantenhypothese 
(quantenhafte Emission und quantenhafte Ab- 
sorption) ernste Hindernisse in den Weg. H. A. 
Lorentz wies nämlich mit Recht darauf hin, daß 
die Vorstellung der Quantenabsorption zu Schwie- 
riekeiten führe, indem er zeigte, daß die Zeit. 
die ein Oszillator zur Absorption eines Energie- 
quantums benötige, unwahrscheinlich groß aus- 
falle, wenn das äußere Strahlungsfeld hinreichend 
schwach sei. Auch könne man ja dann die Strah- 
lung willkürlich abbrechen, bevor der Oszillator 
ein volles Quantum verschluckt habe. Durch 
diese Einwände veranlaßt, entschloß sich Planck, 
die Quantenhypothese in folgender Weise zu mo- 
difizieren: Die Absorption verläuft stetig, nach 
den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik; die 
Energie der Oszillatoren ist daher stetig ver- 
änderlich; quantenhaft und unstetig dagegen ist 
die Emission, und zwar kann der Oszillator nur 
dann emittieren, wenn seine Energie gerade ein 
ganzes Vielfaches von e—hv ist; ob er dann 
emittiert oder nicht, wird durch ein Wahrschein- 
lichkeitsgeselz geregelt, wenn er aber emittiert, 
so verliert er stels seine ganze momentane Energie, 
emittiert also Quanten. Zwischen zwei Emis- 
sionen füllt sich sein Energieinhalt durch Ab- 
sorption stetig und proportional der Zeit auf. 
Nach dieser zweiten Theorie Plancks, die man 
die „Theorie der Quantenemission“ nennt, ist die 


, n R > > . € 
mittlere Energie U des linearen Oszillators um „ 
erößer als in der ersten Theorie. Während also 
dort die mittlere Energie der Oszillatoren am ab- 
soluten Nullpunkt gleich Null war [siehe Gl. (5)], 

; > ä = one F ‘ € . 
wird sie hier in der neuen Theorie gleich > ; die 
Oszillatoren behalten also beim Nullpunkt im 

a : un Av 
Mittel eine „Nullpunktsenergie“ von der Größe 5 
(indem sie nämlich für 7T=0 alle möglichen 
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Energien zwischen 0 und Av annehmen). Trotz- 
dem führt auch diese Theorie, durch eine ent- 
sprechende Abänderung der Beziehung (4), zum 
Planckschen Strahlungsgesetz. 

Im Laufe der Jahre hat Planck noch mehr- 
fach versucht, auch diese 2. Theorie umzugestal- 
ten; z. B. hat er vorübergehend auch die Emission 
als stetig angenommen und das quantenhafte 
Element in die Anregung der Oszillatoren durch 
Molekül- oder Elektronenstöße verlegt; er ist aber 
im wesentlichen immer wieder zu der zweiten 
Form seiner Theorie (stetige Absorption, Quan- 
tenemission) zurückgekehrt. 

In mehr als einer Richtung hat diese Theorie 
weitere Kreise gezogen. Das Auftreten der mitt- 
leren Nullpunktsenergie, das dieser 2. Planckschen 
Theorie eigentümlich ist, wurde zur Anregung für 
eine Reihe von Arbeiten, in denen man, über 
Planck hinausgehend, die Existenz einer wahren 
(nicht mittleren), für alle Oszillatoren gleichen 
Nullpunktsenergie forderte. Auf dieser Basis 
haben Einstein und Stern eine Ableitung des 
Planckschen Gesetzes gegeben, die alle Unstetig- 
keiten vermeidet, bis auf die Existenz eben dieser 
wahren Nullpunktsenergie von der Größe hv. 
Noch radikaler ging im Jahr 1916 Nernst vor, 
indem er die Existenz einer auch beim Nullpunkt 
vorhandenen, von der Wärmestrahlung unabhän- 
gigen „Nullpunktsstrahlung“ postulierte, die. den 
ganzen Raum erfüllt, und mit der sich die Oszilla- 
toren (und alle Elementargebilde) durch Auf- 
nahme der Nullpunktsenergie ins Gleichgewicht 
setzen. Man mag diesen Anschauungen mehr oder 
weniger skeptisch gegenüberstehen, so sprechen 
doch ohne Zweifel eine Reihe von Erscheinungen 
für die Vorstellung, daß beim absoluten Null- 
punkt nicht alle Bewegung erloschen ist. Man 
denke nur an die Tatsache, daß nach Einstein 
und de Haas der Para- und Ferro-Magnetismus 
von kreisenden Elektronen erzeugt wird, und daß 
dieser Magnetismus bis zu tiefsten erreichbaren 
Temperaturen bestehen bleibt. 

Aber noch in einer anderen Richtung hat die 
Plancksche’ Theorie anregend gewirkt, durch eine 
Formulierung, die ihr Planck auf dem Solvay- 
Kongreß (1911) gab. Hier hat nämlich Planck 
zum ersten Mal den Gedanken ausgesprochen, 
daß das Auftreten der Energiequanten nur etwas 
sekundäres sei, nur die Konsequenz eines tiefer 
liegenden und allgemeineren Gesetzes. Dieses 
Gesetz, das man als den Vorläufer der jüngsten 
Entwicklungen der Quantenlehre anzusehen hat, 
läßt sich folgendermaßen formulieren: Man 
denke sich den Zustand des Oszillators (etwa 
eines linear schwingenden Elektrons) nach dem 
Vorgange von Gibbs durch seine Elongation q 
aus der Ruhelage und seinen Impuls p definiert 
und in einer q, p-Ebene (der Zustands- oder 
Phasenebene) dargestellt. Jeder Punkt der q, p- 
Ebene entspricht dann einem bestimmten Zustand 
des Oszillators. Dann wird gefordert, daß nicht 
alle Punkte dieser Zustandsebene einander gleich- 
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wertig sind. Vielmehr gibt es gewisse Zustände 
des Oszillators, die durch eine Besonderheit aus- 
gezeichnet sind. Die diesen Zuständen ent- 
sprechenden Punkte in der Zustandsebene liegen 
auf einer Reihe diskreter, einander umschließen- 
der Kurven (im Falle des linearen Oszillators 
sind es konzentrische Ellipsen), welche die Zu- 
standsebene in lauter Ringgebiete von der Größe h 
teilen. Berechnet man nun die Energie eines 
Oszillators, von der Schwingungszahl v in einem 
solchen ausgezeichneten Zustand, so findet man 
ein ganzes Vielfaches von hv. Diese ausgezeich- 
neten Zustände (in der Phasenebene dargestellt 
durch die Punkte der diskreten Ellipsen) sind 
also nach Plancks erster Theorie die allein mög- 
lichen Zustände des Oszillators. Nach seiner 
2. Fassung sind es diejenigen Zustände, in denen 
die Emission erfolgt. Von diesem Standpunkt 
aus gesehen, sind also die Energiequanten nur 
eine Folge der Einteilung der Zustandsebene. 
Mathematisch läßt sich diese Struktur der Pha 
senebene durch die Forderung aussprechen, daß 
die nte ausgezeichnete Kurve einen Flächeninhalt 
von der Größe nh umschließt. 


S fe dp -/» dg=znh. (12 


An diese, für Systeme von einem Freiheits 
grad aufgestellte Fassung, die man die Plancksche 
Theorie des Wirkungsquantums!) nennt, hat sich, 
wie wir sehen werden, die moderne Erweiterung 
der Quantentheorie für mehrere Freiheitsgrade 
angeschlossen. Auch ein von Sommerfeld be- 
schrittener® und weiter ausgebauter Weg nimmt 
hier seinen Ursprung. Ausgehend von der Tat- 
sache, daß die Plancksche Konstante Ah die Di 
mension einer Wirkung (Energie: Zeit) besitzt, 
stellte Sommerfeld die Hypothese auf, daß für 
jeden reinen Molekularprozeß — etwa die Ab- 
lösung eines Elektrons beim Photoeffekt, oder die 
Bremsung eines Elektrons in der Antikathode bei 
der Erzeugung von Röntgenstrahlen — die aus 
dem Hamiltonschen Prinzip her bekannte Wir 


7 
kungsgröße | (L—V) dt den’ Wert annimmt. 

ö 
Dabei sind Z und V kinetische und potentielle 
Energie des Elektrons, t ist die Dauer des Mole- 
kularprozesses, also etwa die Zeit, die bis zur 
Ablösung des Elektrons aus dem Afemverband 
beim Photoeffekt verstreicht, oder die Bremszeit 
des Elektrons in der Antikathode. Diese Formu- 
lierung der Quantenhypothese ist ein Ausdruck 
der Tatsache, daß große Energiemengen in kurzer, 
kleine Energiemengen erst in langer Zeit, von 
den Molekülen aufgenommen oder abgegeben wer- 
den, so daß im wesentlichen das Produkt aus der 
Energie und der Zeit des Energieaustausches 
konstant ist. In der Tat werden zum Beispiel 
schnelle Kathodenstrahlen beim Auftreffen auf 
Materie in kürzerer Zeit gebremst, und erzeugen 
daher härtere Röntgenstrahlen, als langsame Ka 


1) h hat nämlich die Dimension einer „Wirkung“ 
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thodenstrahlen. Sommerfeld hat seine Theorie 
mit Erfolg auf den Mechanismus der. Erzeugung 
von Röntgen- und y-Strahlen angewandt, Som- 
merfeld und Debye haben auf derselben Grund- 
lage eine Theorie des Photoeffektes ausgearbeitet, 
die, wie die Lichtquantenhypothese, in Uberein- 
stimmung mit der Erfahrung ebenfalls zum Ein- 
steinschen Gesetz (11) führte. 


IV. Das Übergreifen der Quantenlehre auf die 
Molekulartheorie der festen Körper. 


Es ist für die Konsolidierung der Lehre von 
len Quanten ein besonders glücklicher Umstand 
gewesen, daß das Versagen der klassischen Sta- 
tistik nicht auf die Strahlungstheorie beschränkt 
blieb, sondern, wie sich zeigen sollte, auch auf 
die Molekulartheorie der festen Körper über- 
eriff. So erwuchs von einem ganz fremden Ge- 
biet her der Quantenhypothese eine starke Stütze, 
nämlich vom Gebiete der Atomwärmen. Die 
Atomwärme (bei mehratomigen Körpern Mole- 
kularwärme) eines Stoffes ist bekanntlich seine 
spezifische Wärme, multipliziert mit seinem 
Atomgewicht (bzw. Molekulargewicht), oder an- 
ders ausgedrückt: es ist diejenige Wärme, die 
man einem Grammatom (bzw. einem Gramm- 
molekül) des Stoffes zuführen muß, um seine 
Temperatur um einen Grad zu steigern. Nach 
unseren heutigen Vorstellungen ist der Wärme- 
inhalt eines einatomigen festen Körpers, etwa 
eines Kristalls, nichts anderes als die Schwin- 
gungsenergie seiner gitterartig angeordneten 
Atome um ihre Gleichgewichtslagen. „ Wendet 
man auf diese Schwingungen die klassische Sta- 
tistik an, speziell den Satz von der gleichmäßigen 
Verteilung der kinetischen Energie, so gelangt 
man zu folgendem Schluß: Die mittlere kine- 
tische Energie eines räumlich (d. h. mit 3 Frei- 

. ! i kT 
heitsgraden) schwingenden Atoms ist 3.57, eben- 
so groß ist seine mittlere potentielle Energie, 
seine mittlere Gesamtenergie also —=3kT. Be- 
trachten wir ein Grammatom des Körpers, also 
ein System von N Atomen (N ist die Avogadrosche 
Zahl), so folgt für die Energie des Körpers (d.h. 
für seinen Wärmeinhalt) 

E=3kT-N=3RT (siehe Gl. 8). 
Daher wird die Atomwärme des Körpers (bei 
konstantem Volumen) 
C, -% E -3R=59 cal. 

Dies ist das Gesetz von Dulong und Petit, nach 
dem also die Atomwärme der einatomigen festen 
Körper den von der Temperatur unabhängigen 
Wert ‚5,94 cal. besitzt. Diesem Gesetz gehorchen 
nun in der Tat viele Körper mehr oder weniger 
genau. Dagegen waren schon lange Körper be- 
kannt, die sich der Regel durchaus nicht fügten, 
und besonders bei tiefen Temperaturen systema- 
tische Abweichungen aufwiesen. So hatte schon 
im Jahre 1875 F. H. Weber gefunden, daß die 
Atomwärme des Diamants bei — 50° ungefähr 
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0,76 cal. beträgt. Diesen niedrigen Werten der 
Atomwärmen stand die klassische Statistik ratlos 
gegenüber. Einstein war es, der zuerst erkannte, 
daß auch hier die Plancksehe Quantentheorie be- 
rufen war, den Knoten zu lösen. Genau ebenso 
wie in der Strahlungstheorie mußte auch im Ge- 
biet der Atomwärmen der Weg dar klassischen 
Statistik bei einem falschen Gesetz münden. Da- 
her mußte der Satz von der gleichmäßigen Ener- 
gieverteilung auch hier fallen, und der Ausdruck 
3kT für die mittlere Energie des schwingenden 
Atoms durch den entsprechenden quantentheore- 
tischen Wert (siehe (5) und (6)) 


3hv : 2 : 
ay ( ist die Schwingungszahl des Atoms) 
ek _ ae 1 


ersetzt werden. Der Faktpr 3 rührt daher, .daß, 
im Gegensatz zum linearen Planckschen Oszilla- 
tor mit einem Freiheitsgrade, das schwingende 
Atom drei Freiheitsgrade besitzt. Multipliziert 
man diesen Ausdruck mit N und differenziert 
nach 7, so folgt für die Atomwärme die Ein- 
steinsche Formel: 
x? ex hv 

G= IR a _ ji’ Wo @ = pr 
Danach ist also die Atomwärme der einatomig- 
festen Kärper keine von der Temperatur unab- 
hängige Konstante — wie es das Dulong-Petitsche 


. . v 
Gesetz verlangt — sondern eine Funktion von Tr 


also bei einem bestimmten Körper (festes v) eine 
Funktion der Temperatur. Ihr Verlauf ist der- 
art, daß für 7—O die Atomwärme selbst — O 
ist, und dann mit wachsender Temperatur all- 
mählich ansteigt, um sich für hohe Temperaturen 
dem Wert 3 R zu nähern. Das Dulong-Petitsche 
Gesetz ist also ein Grenzgesetz, das nur für kleine 


mn v . 
Werte von a (langsame Schwingungen oder hohe 


Temperaturen) erfillt ist, genau wie das Ray- 
leigh-Jeanssche Strahlungsgesetz. Die Ab- 
weichungen vom Dulong-Petitschen Gesetz 
machen sich daher beim Übergang nach tieferen 
Temperaturen um so eher geltend, je höher die 
Schwingungszahl der Atome ist. Diese Schwin- 
gungszahl v — die einzige unbekannte 
Größe in der Einsteinschen Formel — 
läßt sich auf mehreren unabhängigen und 
sehr bemerkenswerten Wegen berechnen. Einen 
Zusammenhang des v mit den elastischen 
Eigenschaften der Körper konstatierte schon 
Einstein; eine weitere Beziehung, die v mit 
thermischen Daten, nämlich der Schmelztempe- 
ratur verknüpft, fand F. A. Lindemann durch 
Ausarbeitung der Vorstellung, daß die Schwin- 
gungsamplitude der Atome beim Schmelzpunkt 
die Größenordnung der Atomabstände erreicht. 
Eine dritte Methode endlich zur Berechnung 
von v beruht auf der bedeutsamen von Nernst 
ausgesprochenen Tatsache, daß es kei vielen 
mehratomigen Salzen die ultraroten Schwingun- 
gen der entgegengesetzt geladenen Atome gegen- 
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einander sind, die auch in der Theorie der Atom- 
wirmen eine Rolle spielen. Diese Schwingungen 
machen sich bekanntlich optisch durch ein hohes 
Reflektionsvermögen des Körpers für Wellen von 
der Schwingungszahl v bemerkbar (Reststrahlen 
von Rubens und Mitarbeitern). 

Um die Efnsteinsche Formel, speziell den Ab- 
fall der Atomwärmen nach tiefen Temperaturen 
hin zu prüfen, unternahm Nernst in Gemein- 
samkeit mit seinen Schülern ausgedehnte Unter- 
suchungen, die ihm um so näher lagen, als er zu 
ähnlichen Betrachtungen auf Grund 
Wärmesatzes geführt worden war. Die Experi- 
mente ergaben eine qualitativ sehr bemerkens- 
werte Übereinstimmung der gemessenen Werte 
mit der Einsteinschen Formel; in quantitativer 
Hinsicht jedoch zeigten*sich Diskrepanzen, indem 
der Abfall der beobachteten Atomwärmen viel 
langsamer vor sich ging, als der der berechneten. 
Diesen Abweichungen trugen Nernst und Linde- 
mann durch Aufstellung einer empirischen For- 
mel Rechnung. Indessen mußte es bald klar 
werden, woher diese Abweichungen rührten, und 
nach welcher Richtung hin die Einsteinsche For- 
mel verbesserungsbediirftig war. Einstein hatte 
der Einfachheit halber von vornherein mit einer 
einzigen Schwingungszahl v der Atome gerechnet, 
gleichsam als wären alle Atome voneinander un- 
abhängig. In Wirklichkeit aber ist der feste 
Körper, etwa ein Kristall, aus einem Raum- 
gitter regelmäßig angeordneter Atome aufgebaut. 
In einem solchen komplizierten mechanischen 
System aber schwingen die Atome nicht vonein- 
ander unabhängig mit bestimmter Schwingungs- 
zahl v. Vielmehr haben wir hier ein Gebilde vor 
uns, das, im Eindimensionalen, etwa einer schwin- 
genden Saite vergleichbar ist, und daher, ent- 
sprechend dem Grundton und den Oberténen der 
Saite, ein Spektrum von 
Körper 


besitzt er im allgemeinen 3 N-Eigenschwingun- 


seines 


Eigenschwin- 
N-Atome, so 


ganzes 
gungen besitzt. Hat der 


gen, von denen die langsamsten Schallschwingun- 
een sind, während die schnellsten ins ultrarote 
Gebiet fallen. Berechnet man nun die Zahl der 
Figenschwingungen, deren Schwingungszahlen in 
Intervall (v . v + dv) fallen, 
erteilt jeder solchen Eigenschwingung den quan- 
tentheorétischen Energiewert (5) und summiert 
(oder integriert) über alle vorkommenden Schwin- 
gungszahlen, so erhält man den Wärmeinhalt des 
Körpers und daraus durch Differenzieren nach 7 
die Atomwärme. In diesem Sinne ist von 2 ver- 
schiedenen Seiten die Theorie 
den, einerseits von Born und Karman. die den 
endlichen Kristall durch einen unendlichen er- 
setzten, andererseits durch Debye, der den Kör- 
per durch ein elastisches Kontinuum approxi- 
mierte. Beide Theorien sind mit den Ergeb- 
1issen der Messungen in gutem Einvernehmen. 


ein schmales 


ausgebaut wor- 


Im Anschluß an diesen Vorstellungskreis, vor 
ıllem an die Debyesche Theorie, ist von mehreren 
Forschern, hauptsächlich von Griineisen, Nernst 
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und Debye, eine Theorie des festen Körpers aus- 
gearbeitet worden, gleichsam mit dem Ziel, der 
kinetischen Gastheorie eine kinetische Theorie 
des festen Zustandes an die Seite zu stellen. Be- 
sondere Schwierigkeiten bereiten dabei die 
Probleme der Wärmeleitung und der Elektrizi- 
tätsleitung. Was die Wärmeleitung anlangt, so hat 
Debye in einem Wolfskehlvortrag in Göttingen 
1913 jedenfalls einen ersten vielversprechenden 
Vorstoß unternommen, um die von Eucken be- 
obachteten -hohen Wärmeleitfähigkeiten der 
Kristalle bei tiefen Temperaturen zu erklären. 
Dabei machte er mit Erfolg von der Vorstellung 
Gebrauch, daß die Kräfte, die die verschobenen 
Atome des Körpers in ihre Gleichgewichtslage zu- 
rückziehen, nicht nur von den ersten Potenzen 
der Verschiebungen abhängen, sondern auch von 
höheren, d. h. er erweiterte das allgemeine 
Hookesche Gesetz, eine Hypothese, die er als not- 
wendig erkannt hatte, um die Wärmeausdehnune 
der Körper zu verstehen, 

Auch in die Theorie der Elektrizitätsleitung 
in Metallen hat die Quantenvorstellung Eingang 
gefunden (Nernst, Lindemann, W. Wien, Herz- 
feld u. a.). Die Hauptschwierigkeit, welche die 
so außerordentlich erfolgreichen Elektronen- 
theorien der Elektrizitätsleitung von Drude und 
Riecke mit sich bringen, ist die Tatsache, daß 
nach ihnen die freien Leitungselektronen am 
Wärmegleichgewicht teilnehmen und daher nach 
dem Satz von der gleichmäßigen 
teilung einen beträchtlichen Beitrag zum Wärme- 
inhalt des Metalls und seiner spezifischen Wärme 
liefern müßten. Um dieser Erhöhung der spe- 
zifischen Wärme der Metalle durch die Anwesen- 
heit der Leitungselektronen die nie beobachtet 
worden ist 
der Leitungselektronen so klein annehmen, daß 
dann die beobachteten Leitfahigkeiten nicht ver- 
ständlich wären. Auch den Verlauf des von Ka- 
Abfalls des Wider- 
standes ndch tiefen Temperaturen gibt die klassi 
sche Theorie nicht richtig wieder. Die Einfüh- 
auch hier Ab- 


Insbesondere sind Lindemann 


Energiever- 


zu entgehen, müßte man die Zahl 


merlingh-Onnes gemessenen 


rung der Quantenhypothese hat 
hilfe geschaffen. 
und Wien in der Weise vorgegangen, daß sie die 
Wirkungssphäre der schwingenden Atome, die ja 
für die Zahl der Zusammenstöße zwischen Elek- 
tronen und Atomen maßgebend ist, in Zusam- 
menhang brachten mit der Schwingungsamplitud« 
der Atome und für letztere den quantentheore- 
tischen Wert benutzten. Jedoch ist auch hier 
noch nicht das letzte Worte gesprochen. 


V. Das Eindringen der Quanten in die Gas 
theorie. 


Während so die Molekulartheorie des festen 
Zustandes sich auf der Quantengrundlage auf- 
baute, konnte auch die kinetische Gastheorie 
nicht lange vor dem Eindringen der neuen Vor- 
stellungen bewahrt bleiben. Schon früh hatte 
Nernst darauf hingewiesen, daß bei der Rotation 
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zwei- und mehratomiger Gasmolekiile Quanten- 
effekte zu erwarten seien, ebenso bei den Schwin- 
gungen der Atome in Molekiilen. Nehmen wir 
als Beispiel den zweiatomigen Wasserstoff, dessen 


Molekül wir uns als starre Hantel denken 
(& 8) so besitzt bekanntlich dies Molekül 


außer seiner fortschreitenden Bewegung (3 Frei- 
heitsgrade) noch die Möglichkeit, um eine zur 
Verbindungslinie der Atome senkrechte Achse zu 
rotieren (2 Freiheitsgrade')). Nach der klassi- 
schen Statistik wäre also seine mittlere Rotations- 

kT 
pP 9, = kT, also pro 


mergie Grammolekül 


kTN — RT, der von der Rotation herrührende 
Anteil der Molekularwärme also R= 1,98 cal., 
unabhingig von der Temperatur. 

In krassem Gegensatz dazu fand Eucken 
experimentell, daß der Rotationsanteil der Mole- 
kularwärme des Wasserstoffs nur bei hohen Tem- 
peraturen den Wert R besitzt, den die klassische 
Theorie fordert. Beim nach tiefen 
Temperaturen nimmt er dagegen ab, um beim 
Nullpunkt ganz zu verschwinden, so daß in un- 
mittelbarer Nachbarschaft des Null- 
punkts der Wasserstoff sich wie ein einatomiges 
Dieser Abfall des Rotationsanteils 
der Molekularwärme ist ein Quanteneffekt, ähn- 
lich wie der Abfall der Atomwärme fester Kör- 
per. Einstein und Stern haben ihn zuerst fol- 
berechnet: Sind J und v Träg- 
heitsmoment und Umlaufszahl (pro Sekunde) des 
Moleküls, so ist seine Rotationsenergie bekannt- 


lich: 


Übergang 


absoluten 


Gas verhält. 


gendermaBen 


BEE 5.55 . as 


vereinfachende Annahme, 
derselben mittleren Um- 


Macht man jetzt die 
daß alle Moleküle mit 


laufzahl v rotieren, so kann man für die ent- 


sprechende mittlere Energie E,den quantentheo- 
retischen Wert: 


_-. de hy 
= 2av) = 
. 2 \ ) hy 
PY 
hv 
oder=z — | (nach Planek 14 
2» rr . 4 
AY a 2. Theorie) ; 
#1 


folgt v als Funktion von T, 
durch Einsetzen daher E, als Funktion von T, 
und durch Differenzieren nach 7 und Multipli- 
zieren mit N schließlich der gesuchte Rotations- 
anteil der Molekularwärmen. Dabei zeigte sich, 
daß nur mit dem aus der zweiten Planckschen 
Theorie folgenden Ausdruck für E, ein befriedi- 
gender Anschluß an Kuckens Messungen zu ge- 


setzen. Aus (14) 


1) Die Rotation um die Verbindungslinie der Atome 
selbst kommt für den bei den Zusammenstößen ein- 
tretenden Energieaustausch, und daher für die Ver- 
teilung der Energie auf die Freiheitsgrade, nicht in 
Frage, da diese Rotation durch die Zusammenstöße 
nicht geändert wird. 
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winnen war, was Einstein und Stern damals als 
ein Argument für die Nullpunktsenergie er- 
klirten. Indessen kann diese Theorie nur als 
orientierender Versuch angesehen werden, der 
strengeren Anforderungen nicht genügt. Denn 
die benutzte Plancksche Energieformel gilt nur 
für Gebilde, deren Schwingungszahl eine kon- 
stante, von der Temperatur unabhängige Größe 
ist; hier dagegen wurde mit einer mittleren, tem- 
peraturabhängigen Umlaufszahl v gearbeitet. 
Auf strengerer Grundlage rechnete Ehren- 
fest; dabei mußte er sich allerdings auf Gebilde 
von einem Freiheitsgrad, d. h. auf Rotation des 
Moleküls um eine feste Achse, beschränken, da 
damals eine Erweiterung der Quantenhypothese 
für mehrere Freiheitsgrade noch nicht vorlag. 
Er ging direkt von der ersten Formulierung der 
Quantenhypothese aus, nach der die Energie der 
linearen Oszillatoren nur ganze Vielfache von hv 
betragen darf, und forderte entsprechend, daß 


. hv 
die Rotationsenergie nur ganze Vielfache von — 


beträgt!), also 


E, = J (av? = 9 > EI RER WAR 
daher: 
„a n=0138..)....08 
4n?J 


Danach können also die Moleküle nur mit einer 
Reihe diskreter Umlaufszahlen rotieren und ent- 
sprechend auch nur eine Reihe. diskreter Rota- 
tionsenergien annehmen, ganz im Sinne der 
ersten Planckschen Quantentheorie, Die weitere 
Durchreehnung ergab indessen für den Rotations- 
anteil der Molekularwärme eine Kurve, die zwar 
bei tiefen Temperaturen durch geeignete Wahl 
der verfügbaren Konstanten J mit den Messun- 
gen gut in Einklang zu bringen war, bei höheren 
Temperaturen jedoch, vor Erreichen des Wer- 
tes R, ein Maximum und ein darauffolgendes 
Minimum aufwies, die den vorliegenden Be- 
obachtungen nicht entsprachen. 

Ebenfalls auf Grund der ersten Planckschen 
Theorie, d. h. der Vorstellung, daß die quanten- 
mäßig ausgezeichneten Umlaufszahlen v, die ein- 

1) Der Faktor ! rührt daher, daß hier nur kine- 
tische Energie, nicht auch potentielle vorhanden ist. 

2) Es sei hier noch eine Folgerung von (15) und 
(16) erwähnt, die bei dem weiteren Ausbau der Quan- 
tentheorie eine bedeutsame Rolle gespielt hat. Es ist 
bekanntlich das Drehmoment (auch Drehimpuls oder 
Impulsmoment genannt) des Molekiils: p=J.2mw: 
also existieren nach (16) nur die quantenmäßig aus- 
gezeichneten Werte des Impulsmoments 


, = = 98 ) 7 

Pan = a MERTLEB. 2 2 
Diese Gleichung läßt sich auch direkt aus der Formu- 
lierung (12) ableiten. Wählt man nämlich als Koordi- 


nate den Drehungswinkel , so ist der dazu gehörige 


Impuls p nichts anderes als der Drehimpuls. Daraus 
folgt, da p von g unabhängig ist: 

Qa 

Moy eo by) u 


0 
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zig möglichen sind, hat in jüngster Zeit Epstein 
im Anschluß an die moderne Weiterentwicklung 
der Quantentheorie die Rechnung für Gebilde 


von 2 Freiheitsgraden (freie Achsen) durchge- 
führt. Dabei bediente er sich eines. von Bohr 


ınd Debye vorgeschlagenen Molekülmodells des 
Wasserstoffs, das sich in der neueren Atomtheorie 
gut bewährt hat, und das den Vorteil besitzt, in 
allen seinen Dimensionen genau festgelegt zu 
sein, so daß die freie Verfügbarkeit des Trägheits- 
momentes J hier in Foytfall kommt. Jedoch hat 
auch diese exakt durchgeführte Theorie bei tiefen 


Temperaturen keine Übereinstimmung mit den 
Beobachtungen erzielt. 

Weit befriedigendere Resultate ergaben die 
Untersuchungen von Holm (feste Achsen) und 
Planck (freie Achsen), die sich beide auf den 


Boden der zweiten Planckschen Theorie stellten. 
Danach also die diskreten Werte (16) der 
Umlaufszahlen nicht die einzig möglichen; viel- 
mehr kann das Molekül mit allen Umlaufszahlen 
und ©© rotierent). Auch hier kann 
man jedoch, wie bei so vielen Problemen der 
Quantentheorie, sagen, daß die endgültige Lösung 
noch aussteht. 

In sehr interessanter Weise hat Djerrum die 
(16) auf die ultrarote Absorption 
mehratomiger angewandt. Diese Gase 
zeigen — besonders nach den Untersuchungen 
von Langley, Paschen, Rubens und Mitarbeitern, 
Burmeister, E. von Bahr — im kurz- und lang- 
welligen Ultrarot ausgedehnte Absorptionsgebiete. 
Während man die Absorption im langwelligen 
Ultrarot durch die Rotation der Moleküle erklärt, 
die, als elektrische Doppelpole wirkend, bei ihrer 
Rotation Strahlung emitfieren und absorbieren, 
zuerst Bjerrum darauf hin, daß auch im 
kurzwelligen Ultrarot sich die Rotation der Mole- 
küle bemerkbar machen müsse. Existiert näm- 
lich in diesem Gebiet eine Schwingung der Ionen 
im Molekül gegeneinander — etwa mit der 
Schwingungszahl vo — (und daher eine Absorption 
an dieser Stelle), und rotiert außerdem das Mole- 
kül mit der Umlaufszahl v,, so resultieren durch 
Zusammensetzung 3 Schwingungen: die ursprüng- 
liche vo und ferner symmetrisch dazu auf beiden 
Seiten w+tv, und w—v,. Die Rotation erzeugt 
also durch Zusammensetzung mit der Schwingung 
zwei neue Absorptionsstellen. Wenn nun im 
Sinne der ersten Planckschen Theorie das Mole- 
kül nur mit den diskreten Umlaufszahlen v, [siehe 
(16)] rotieren kann, so ergeben sich symmetrisch 
zur ursprünglichen Absorptionsstelle v=w auf 
beiden Seiten eine diskrete Reihe weiterer äqyi- 
distanter Absorptionsstellen v = vo + v„ und 


sind 


zwischen 0 


Gleichung 
Gase 


wies 


1) Die Besonderheit der quantenmäßig ausgezeich- 
neten Umlaufszahlen besteht hier in folgendem: Denkt 
man sich das Kontinuum der Umlaufszahlen von v=0 
bis v=00 als Abszissen aufgetragen, und als Ordi- 
naten die zu jeder Umlaufszahl gehörende Wahrschein- 
lichkeit, so resultiert eine Treppenkurve, deren Stufen 
gerade an den Werten v„ liegen. Bei diesen Werten 
springt also die Wahrscheinlichkeit. 
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v¥=Vo—v¥,- Diese diskrete Reihe von Absorp- 
tionsstellen ist nun in der Tat durch E, v. Bahr 
beim Wasserdampf und Chlorwasserstoff gefunden 
und später von Rubens und Hetiner beim Wasser- 
dampf noch eingehender durchgemessen worden. 
Eucken, der die Resultate E. v. Bahrs ausführ- 
lich diskutierte, schloß daraus auf die Ungültig- 
keit der zweiten Planckschen Theorie, da die Ver- 
suche so handgreiflich dafür zu sprechen schienen, 
daß das Molekül wirklich nur mit den Umlaufs- 
zahlen v, rotieren könne. Indessen hat Planck 
in einer jüngst veröffentlichten gründlichen 
Untersuchung gezeigt, daß man auch vom Stand- 
punkt seiner zweiten Theorie (stetige Absorption, 
alle Umlaufszahlen möglich) die Beobachtungen 
deuten kann. Die Entscheidung zwischen der 
ersten und zweiten Planckschen Theorie — eine 
Aufgabe von bedeutender Wichtigkeit — läßt sich 
daher nach diesen Versuchen nicht erbringen. 
Durch die besprochenen Erscheinungen bei 
mehratomigen Gasen (Abfall der Molekular- 
wärmen, ultrarote Absorption) ist die Berechti- 


gung zur Anwendung der Quantentheorie auf 
Rotationsbewegungen sichergestellt. Viel hypo- 


thetischeren Charakter dagegen tragen bis jetzt 
die Versuche, noch einen Schritt weiter zu zehen 
und auch die Translationsenergie zu ‚quanteln“. 
Von verschiedenen Seiten (Sackur, Tetrode, Kee- 
som, JLenz-Sommerfeld, Scherrer, Planck) ist 
dieses Problem in Angriff genommen worden. 
Z. B. haben Lenz-Sommerfeld, analog wie Born- 
Kärmän und Debye beim festen Körper, die ther- 
mische Bewegung des Gases in ein Spektrum von 
Eigenschwingungen zerlegt und die mittlere 
Energie gemäß der Formel (5) auf die Eigen- 
schwingungen verteilt, während Scherrer und 
Planck sich direkt an die neuere Formulierung 
der Quantenhypothese für viele Freiheitsgrade 
angeschlossen haben’). Das qualitativ überein- 
stimmende Hauptresultat der Berechnungen be- 
steht im wesentlichen aus 2 Teilen: erstens er- 
gibt sich eine Modifikation der klassischen Gas- 
gesetze bei tiefen Temperaturen (,,Entartung der 
Gase“), für die in der Tat Versuche von Sackur 
an Wasserstoff und Helium sprechen. Zweitens 
offenbart sich eine bemerkenswerte Beziehung 
zwischen der Planckschen Konstanten A und der 
sogenannten „chemischen Konstanten“, einer 
Größe, die bei Aggregatzustandsänderungen eine 


1) Man übersieht die Quantelung der Translation 
vielleicht am besten an folgendem Beispiel: Ein Gas- 
molekül fliege mit der Geschwindigkeit v in einem 
würfelförmigen Raum von der Kantenlänge a senkrecht 
zwischen zwei Wänden hin und her; dann vollführt 
es eine Art Schwingung: mit der Schwingungszahl 


v i i re . ‘ 
v=5-: Setzt man jetzt — analog (15) — seine kine- 
2a 

. . , ® hv , 

tische Energie E=n — (n= & 1,4... 3, @ ia 
m h ov nh 

= "n—: > a os 

2 S$ 3a 2am 


Die Translationsgeschwindigkeit des Moleküls kann 


also nur diskrete Werte annehmen. 
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Roile spielt. In diesem noch etwas unsicheren 
Gebiet müssen weitere Experimentaluntersuchun- 
gen abgewartet werden. 


VI. Die Quantentheorie der optischen Serien. 
Der Ausbau der Quantenhypothese für mehrere 
Freiheitsgrade, 


Den größten Fortschritt nach Laues Ent- 
deckung der kristallographischen Röntgenspek- 
troskopie hat die Atomtheorie im Jahre 1913 
gemacht, als der dänische Physiker Niels Bohr 
die Atommodelle in den Dienst der Quantentheo- 
rie stellte. Bohrs Arbeiten haben rückwirkend 
wieder die Quantentheorie befruchtet, und so ist 
aus der Wechselwirkung zwischen Atomdynamik 
und Quantenhypothese in den letzten Jahren eine 
reiche Fülle bedeutsamer Erfolge erwachsen, 

Unter den brauchbaren Atommodellen nahm 
längere Zeit eine bevorzugte Stellung das Thom- 
sonsche Atommodell ein, nach dem der elektrisch 
positive Teil des Atoms eine Kugel von Atom- 
dimensionen (Radius ungefähr — 10% cm) er- 
füllt, in deren Innerem die negativen Teile, die 
Elektronen, in stabilen Gleichgewichtslagen 
ruhen. Dieses Modell hatte den großen Vorzug, 
eine rein elektrische Erklärung für die ,,quasi- 
elastische Bindung“) von Elektronen zu liefern. 
Und gerade auf Grund solcher quasielastisch ge- 
bundener Elektronen war es Drude, Voigt, Planck 
und H. A. Lorentz gelungen, die Erscheinungen 
der Dispersion, Absorption und der magneto- 
optischen Effekte (Magnetorotation und Zeeman- 
effekt) in guter Übereinstimmung mit der Er- 
fahrung vorher zu berechnen. Auch war das 
Thomsonsche Modell imstande — wie man es von 
jedem Atommodell verlangen muß —, durch 
Schwingungen seiner Elektronen scharfe Spek- 
trallinien zu emittieren, deren Lage (ebenfalls 
infolge der quasielastischen Bindung) von der 
Intensität der Erregung, d. h. von der Energie 
der Elektronenschwingungen, unabhängig war. 
In drei wichtigen Punkten dagegen versagte das 
Modell vollständig. Erstens war es nicht mög- 
lich, auf seiner Basis die optischen Serienformeln 
abzuleiten; zweitens lieferte es nicht den beob- 
achteten Starkeffekt, d. h. die Aufspaltung der 
Spektrallinien im elektrischen Felde?), und drit- 
tens war es nicht imstande, die großen (90° und 
darüber betragenden) Ablenkungen zu erklären, 
welche a-Strahlteilchen beim Durchgang durch 
dünne Metallfolien erleiden, wobei sie also in 
unmittelbarer Nähe der Metallatome vorüber- 
fliegen und dabei durch das elektrische Feld der 
Atome von ihrem Weg abgelenkt werden. Dieser 
dritte Grund veranlaßte Rutherford, dem Thom- 
sonschen Modell ein anderes gegenüberzustellen, 

t) Quasielastisch gebunden heißt das Elektron dann, 
wenn es, aus seiner Ruhelage verschoben, mit einer 
Kraft, die der Verschiebung proportional ist, in die 
Ruhelage zurückgezogen wird. 

2) Das elektrische Feld verändert die Schwingungs- 
zahl des quasielastisch gebundenen Elektrons über- 
haupt nicht, sondern verschiebt nur seine Ruhelage. 
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das die großen Ablenkungen der a-Strahlen zu 
erklären vermochte. Nach diesem Rutherford- 
schen Atombild ist der. positiv elektrische Teil 
des Atoms auf einen äußerst kleinen Raum*), den 
sogenannten Kern, zusammengedrängt. Seine 
Ladung E besteht aus z Elementarladungen e, 
wo z die Ordnungszahl des Elements ist, d. h. die- 
jenige Zahl, die die Stelle des Elements im perio- 
dischen System angibt?). Um diesen Kern be- 
schreiben die Elektronen Planetenbahnen (Kreise 
oder Kepler-Ellipsen), da sie nach dem Cou- 
lombschen Gesetz (umgekehrt proportional dem 
Quadrat der Entfernung) angezogen werden. Im 
elektrisch-neutralen Atom mit der Ordnungs- 
zahl z umkreisen z Elektronen den Kern. So be- 
steht z. B. das neutrale Wasserstoffatom aus 
einem einfach geladenen Kern, der von einem 
Elektron umkreist wird. Dieses Rutherfordsche 
Modell bereitet einem nun allerdings bei näherem 
Zusehen eine Enttäuschung: Es hängt nämlich 
bei ihm die Umlaufszahl v der Elektronen von der 
Energie ab; nimmt man daher nach der klassi- 
schen Elektronentheorie an, daß ein mit der Um- 
laufszahl v kreisendes Elektron eine Welle von 
der Schwingungszahl v aussendet, so muß, da bei 
der Ausstrahlung das System Energie verliert, 
v sich ändern, d. h. das Atom vermag keine homo- 
gene Spektrallinie zu emittieren. So scheint es, 
als müsse man dieses Modell von vornherein ab- 
lehnen. Aber die Geschichte hat anders ent- 
schieden. Mit intuitivem Griff hat sich Bohr 
des Modells bemächtigt und es durch drei kühne 
Hypothesen der Quantentheorie untergeordnet. 
An erster Stelle fordert er, daß das Elektron nicht 
auf allen, nach der Mechanik möglichen Bahnen?) 
den Kern umkreisen kann, sondern nur auf ge- 
wissen diskreten, quantenmäßig festgesetzten. 
Und zwar sind nur Bahnen möglich, für die das 
Impulsmoment [siehe (17) und 17a)] ein ganzes 


h. ’ ‘ R 
Vielfaches von 3x ist, genau wie beim rotierenden 
Molekül. Zweitens: Diese erlaubten Bahnen (auch 
„statische“ Bahnen genannt) sind stabil, und zwar 
dadurch, daß das Elektron — im Gegensatz zu 
den Lehren der klassischen Elektronentheorie — 
nicht strahlt, wenn es in ihnen läuft‘). Drittens: 
Springt das Elektron aus einer erlaubten Bahn 
mit höherer Energie’ W, in eine andere erlaubte 
Bahn mit niedrigerer Energie We, so emittiert 
es dabei eine homogene Strahlung von der Schwin- 

gungszahl: 
W,— We ‘ ’ 
= —! , (Bohrscher Frequenzansatz) . . (18 

N 

1) Unter gewissen spekulativen Annahmen kann 
man seine Dimensionen zu etwa 10—1% em berechnen. 

2) Es ist also z=1 für Wasserstoff, z==2 für He- 
lium, z=3 für Lithium usw. 

3) Bohr hat sich im wesentlichen auf Kreisbahnen 
beschränkt. 

*) Daß solche strahlungslosen Bahnen im Atom 
wahrscheinlich vorkommen, dafür spricht die Konstanz 
der magnetischen Momente para- und ferromagnetischer 
Körper, die nach Einstein und de Haas durch kreisende 
Elektronen erzeugt werden. 
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d. h. die Energiedifferenz zwischen Anfangs- und 
einem Energiequantum der 
Daß besonders diese letz 
tere Hypothese unserem physikalischen Denken 
eroße Schwierigkeiten bereitet und wohl nur als 
Formulierung der Energiebilanz 
anzusehen ist, ist ohne klar. 

Die Anwendung dieser drei Hypothesen?) auf 
das Wasserstoffatom liefert für die Schwingungs- 
Elektron beim Sprung von der 
erlaubten Bahn emittiert, 


Endbahn ist gleich 
emittierten Strahlung. 


provisorische 
weiteres 


zahlen, die das 
nten nach der 


die Werte: 
rg e, m Ladung und Masse 
2netmfl 1 - ; 
‘= a > des Elektrons, (19 
h' 7? | 


s, n ganze Zahlen. 
Setzt man so erhäll 


man formal genau die empirische Darstellung 
Balmerschen Serie des Wasserstoffs 


v= y( 4 a) (2 = 3, 
2° 2° 


sten 


hier s 2, nn 314 


der 


a u (20 


Dabei hat die in der empirischen Formel auf- 
tretende Konstante N (die sogenannte tydberg- 
sche Zahl) den Wert 3,29.10. Berechnet man 


theoretischen 
unter Be- 


Wert der in der 
Konstanten 


den 
auftretenden 


andererseits 
(19) 
von 


Formel 
nutzung 
e = 4,774.10-'"; m= 0,902: 1027; h 

so findet den Wert 3,26.10%, in 
der Übereinstimmung mit dem empirischen Wert. 
Diese quantitative Zurückführung der Rydberg- 


) 


10-7" 
schlagen- 


6,57 - 


man 


1) Die ganz elementare Rechnung verläuft so: Es 
umlaufe ein Elektron von der Ladung e und der 
Masse m den Kern von der Ladung E=z.e in einem 
Radius @ mit der Winkelgeschwindig- 
keit @: v sei seine Geschwindigkeit. Dann ist die 
Gleichgewichtsbedingung zwischen der Anziehung des 
Kerns und der Zentrifugalkraft 


Kreise vom 


é 


: maw? oder maw’—eE. 
a 
Ferner nach der zweiten Bohrschen Hypothese 
» h 
mon 
Qx 


\us diesen beiden Gleichungen für @ und @ folgen zum 
Beispiel die diskreten Radien der erlaubten Bahnen: 
n? h? ' 1.2.3 
an = » ın 9 Be De cece 
"~422e Em : 


Die Energie (kinetische + potentielle) ist 
) eE l ek eE 
Ww mv? = — ma? w* : 3 
2 + a 2 a 2a 
also die diskreten Energiewerte: 
Ww ae 2x? e? E? m 
wiege h? u? 
Springt nun das Elektron von der »-ten nach der 


s-ten Bahn (n > s), so wird nach dem Bohrschen Fre- 
quenzansatz dabei Linie emittiert, von der 
Schwingungszahl : 


Wan — W, 2Qx2e!m = l 1 
h h3 s m 


eine 


a 1 l 
N 2 ( = Pr 
x? n? 
Es sei hier noch bemerkt, daß sich in dem sym- 


metrischen Aufbau von y als Differenz zweier gleich- 
r 


2? Ne? . ‘ ‘ 
32 und > mit laufenden Zahlen s 


gebauter Terme 


und n das Ritzsche wider- 


spiegelt. 


„Kombinationsprinzip“ 


Reiche: Die Quantentheorie. 


Die Natur- 
wissenschaften 


schen Zahl auf universelle Konstanten (e, m, h) 
bildet die Hauptleistung der Bohrschen Theorie, 
Die Balmerserie wird demnach nach Bohr emit- 
tiert, wenn das Elektron vom 3ten, 4ten, .... 
Kreis in den 2ten springt. Die Formel (19) um- 
faßt noch weitere Serien des Wasserstoffs. 
Setzt man s—1, n=2, 3,4. so erhalt man 
lie von Lyman gefundene und gemessene ultra 
violette Serie; setzt man s = 3, n= 4, 5, 6 

so erhalt man die ultrarote Bergmannserie, deren 
Paschen beobachtet sind. 


aber 


zwei erste Linien von 
Das im periodischen System auf Wasserstoff 

Element ist Helium (Ordnungszah! 
Wihrend die Konstitution des neutralen 
Heliumatoms noch nicht hinreichend geklärt ist, 


scheint es sicher zu sein, daB das positiv geladene 


folgende 
2 2). 


Heliumatom aus einem zweifach geladenen Kern 
(E=2e) besteht, der von einem Elektron um 
kreist wird. Danach lassen sich die vom posi 
tiven Helium emittierten Serien zusammenfassen 
in der Formel: 

is 1 

v=4N | 7 r 

ss ont 
wo N wieder die Rydbergsche Zahl bedeutet*). 
Setzt man hier s=9, n 4, 5, 6 E so er 


hält man die „sogenannte Hauptserie des Wasser- 
stoffs“?), die von Fowler beobachtet und in jüng- 


ster Zeit von Paschen eingehend durchgemessen 
wurde. Für s=4, n=—5, 6,7 erhalt man 


die „sogenannte zweite Nebenserie des Wasser- 
stoffs“*) die von Pickering und Evans beobachtet 
wurde. 

Auch für die höheren Elemente hat Bohr ver- 
sucht, im Anschluß an das periodische System ge- 
eienete Atombilder aufzustellen, in denen sich 
z. B. die bekannte Achterperiode des Systems 
in einer nach je 8 Elementen regelmäßig wieder 
kehrenden Anordnung Elektronen 
widerspiegelt, während die Zahl der im äußersten 
ting Elektronen gleich der Valenz 
des betreffenden Elements Jedoch 
Betrachtungen einen 
und 


der äußeren 
kreisenden 
gesetzt ist. 

einstweilen 
recht 


tragen diese 


mehr spekulativen noch unsicheren 
Charakter. 
Während 


ihrer ziemlich primitiven Form, durch Eingreifen 


so die Quantenhypothese schon in 


in die Atomdynamik, von neuem ihre innere 
Kraft erwiesen hatte, hatte sie doch dabei für 
ihren eigenen Ausbau nur geringen Nutzen da- 
vongetragen. Aber die Früchte der Bohrschen 
Theorie reiften schneller als man ahnen konnte. 
Schon das Jahr 1915 brachte eine entscheidende 
Wendung durch zwei Arbeiten von Planck und 


Sommerfeld, die für ein schon lange brennendes 
Problem Lösungen aufstellten: nämlich für die 

!) Der Faktor 4 rührt daher, daß hier E=2e ist, 
und daher der Energieausdruck W 4-mal so groß ist 
wie beim Wasserstoff. Beriicksichtigt man übrigens die 
Bewegung des Kerns, so nimmt, in Übereinstimmung 
mit der Erfahrung, die Rydbergsche Zahl für Helium 
einen etwas anderen Wert an als für Wasserstoff. 

?) Man schrieb sie vor Bohr dem Wasserstoff zu. 
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Erweiterung der Quantenhypothese auf Systeme 
von mehreren Freiheitsgraden. Sommerfeld ging 
dabei in engem Anschluß an die Bohrsche Theo- 
rie vor. Die erste Hauptforderung dieser Theo- 
rie betraf die Auswahl der erlaubten Bahnen. 
Für sie mußte, wie wir sahen, das Impulsmoment 
’ . x h : 

p gleich einem ganzen Vielfachen von 5, sein. 
Nach (17a) und (12) läßt sich das auch so aus- 


sprechen: Das Integral [pag (wo für die allge- 


meine Koordinate q der Drehungswinkel  ge- 
setzt ist) ist gleich einem ganzen Vielfachen von 


h, das heißt: 
Jpaazun nn er 


Das linksstehende Integral nennt man, infolge 
seines Zusammenhanges mit der Phasenebene 
q, p-Ebene) das Phasenintegral: die Glei- 
chung (21) heißt die Quantenbedingung. Im 
Falle der Bohrschen Theorie, die nur Kreisbahnen 
betrachtet, existiert natürlich nur eine solche 
Quantenbedingung (für q=@), da ja der Dre- 
hungswinkel @ die einzige Variable der Bahn dar- 
stellt. Anders dagegen liegt es, wenn man die 
Beschränkung auf Kreisbahnen fallen läßt, und 
auch Keplerellipsen in den Kreis der Betrach- 
tung zieht. Dann ist jeder Punkt einer Bahn 
durch 2 Variable bestimmt, nämlich durch die 
Entfernung r des Elektrons vom Kern (der sich 
im Brennpunkt der Ellipse befindet) und durch 
den Winkel @, den r mit einer festen Richtung 
bildet (etwa mit der Geraden, die den Kern mit 
dem Perihel verbindet). In diesem Falle hat man 
ein Problem von zwei Freiheitsgraden vor sich, 
mit zwei allgemeinen Koordinaten r und @ (Po- 
larkoordinaten). Die einfache Erweiterung der 
Quantenhypothese durch Sommerfeld besteht 
nun darin, daß man in diesem Fall zwei Quan- 
tenbedingungen von der Form (21) aufstellt, eine 
für die Koordinate © — die mit der einzigen 
in der Bohrschen Theorie übereinstimmt — und 
eine neue für die Koordinate r, so daß man also 
die zwei Gleichungen erhält: 


2a dn’ 
n und n 

Jo dg=nh; fr dr=n'h | ganze . (22 
J | Zahlen 


py und pr sind dabei die Impulse, die zu den 
Koordinaten @ und r gehörent), die Integration 
in dem zweiten Phasenintegral ist über den voll- 
ständigen Wertbereich von r zu erstrecken, d. h. 
vom kleinsten Wert von r (Perihel) bis zum 
größten (Aphel) und zum kleinsten zurück. 


1) Der Impuls p, der zu einer allgemeinen Koordi- 
nate q gehört, bestimmt sich. bekanntlich in folgender 
Weise: Man bilde die Lagrangesche Funktion L des 
Problems, die z. B. im Hamiltonschen Prinzip oder in 
den Bewegungsgleichungen auftritt und stelle sie dar 


IE : oL 
als Funktion der gq und der q= 71. dann istp = —: 
dt 04g 


Nw. 1918 


In ganz entsprechender Weise läßt sich natür- 
lich auch für mehr als zwei Freiheitsgrade die 
Erweiterung vornehmen. Hat das System f Frei- 
heitsgrade, ist es also durch f allgemeine Koordi- 
naten qi, da » » . q und die entsprechenden Im- 
pulse p, . pr charakterisiert, so sind die er- 
laubten Bewegungen des Systems durch die f 
Quantenbedingungen eingeschränkt?) : 


fo dqu=nh; Jr: dnzmh;......: 
Jeragy= nz un uhr 


Eine Schwierigkeit, die hier von vornherein 
auftauchte, war die Beantwortung der Frage, 
welche Koordinaten man denn bei dem Quanten- 
ansatz (23) wählen solle, oder ob die Wahl gar 
gleichgültig sei. Im allgemeinen nämlich kann 
man ja ein System von mehreren Freiheitsgraden 
durch verschiedene Arten von Koordinaten cha- 
rakterisieren?). Epstein und Schwarzschild haben 
dies Problem gelöst, wobei sich eine interessante 
Beziehung der Quantenhypothese zu einem von 
Jacobi und Hamilton aufgestellten Theorem der 
klassischen Dynamik offenbarte. Schließlich hat 
in jüngster Zeit Einstein durch Modifikation der 
Formulierung (23) einen Ansatz gegeben, der den 
Vorzug besitzt, von der Wahl der Koordinaten 
unabhängig zu sein. Indessen würde ein näheres 
Eingehen auf diese abstrakten Untersuchungen 
hier zu weit führen. 

Die zweite Formulierung der Quantenhypo- 
these, die sich in mancher Hinsicht von der 
Sommerfeldschen unterscheidet, rührt, wie er- 
wähnt, von Planck her. Sie ist in ihrer ganzen 
Anlage gleichsam vorsichtiger gehalten, als der 
radikale Ansatz von Sommerfeld. Planck geht 
dabei, in direktem Anschluß an die oben be- 
sprochene Einteilung der Phasenebene des line- 
aren Oszillators, bei komplizierteren Systemen 
vom Gibbschen Phasenraum aus?) und verleiht 
ihm, ganz analog wie der Phasenebene, durch ge- 
wisse ausgezeichnete Grenzflächen eine zellen- 
artige Struktur. Dabei ist die Größe der Zellen 
bei einem System von f Freiheitsgraden propor- 
tionalh’.. Die Schnittpunkte jener Grenzflächen 
stellen dann die quantenmäßig ausgezeichneten 
Zustände des Systems dar (also nach der ersten 
Planckschen Theorie die einzig möglichen, erlaub- 
ten Zustände). Im Gegensatz zu der‘ Sommer- 
feldschen Theorie, in der die Bewegung eines 
Systems von f Freiheitsgraden stets durch f 
Quantenbedingungen. bestimmt ist, kann bei 


1) Die Integrale sind dabei über den vollständigen 
möglichen Wertbereich der betreffenden Koordinate zu 
erstrecken. 

2) So kann man z. B. die Keplerbewegung des 
Elektrons entweder durch Polarkoordinaten r und @ 
oder durch kartesische Koordinaten = und y be- 


"schreiben. 


3) d. h., von demjenigen 2f-dimensionalen Raum, 
dessen Koordinaten die Größen qi... ., Wp Pr---- P, 
sind. Jeder Punkt dieses 2f-dimensionalen Raumes 
stellt also einen bestimmten Zustand des Systems dar. 


37 
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Planck unter Umständen der Fall eintreten, daß 
weniger Quantenbedingungen als Freiheitsgrade 
existieren, so daß also mehrere (kohärente) Frei- 
heitsgrade durch eine einzige Quantenbedingung 
eingeschränkt sind. 

Daß diese Theorien den Kern der Sache ge- 
troffen hatten, sollte sich bald bei ihrer Anwen- 
dung auf das Bohrsche Modell besonders deut- 
lich erweisen. Danach mußten unter allen mög- 
lichen Bahnen, die das Elektron im neutralen 
Wasserstoffatom bzw. im positiven Heliumatom 
um den ein- bzw. zweifach geladenen Kern be- 
schreiben kann, die quantenmäßig erlaubten durch 
die Bedingungen (22) ausgewählt werden. Das 
ergibt, an Stelle der diskreten gequantelten Kreise 
bei Bohr, hier diskrete gequantelte Ellipsen, unter 
denen auch die Bohrschen Kreise als Spezialfall 
enthalten sind. Und zwar sind die Ellipsen so- 
wohl hinsichtlich ihrer Größe (d. h. ihrer großen 
Achse) als ihrer Form (Achsenverhältnis) quan- 
tenmäßig fetgelegt'), so daß also hier jede Bahn, 
im Gegensatz zu Bohr, durch zwei Quantenzahlen 
n und n’ charakterisiert ist. An Stelle der For- 
mel (19) für die Wasserstoffserien folgt hier?): 

v=N u = 1 

(+8)? (n+n')? 
Dabei ist N wieder "die Rydbergsche Zahl; die 
beiden Quantenzahlen s und s’ charakterisieren 
die Endbahn des Elektrons, n und n’ die An- 
fangsbahn. Da also hiernach die Zahl der er- 
laubten Bahnen gegen Bohr stark vermehrt ist, 
so sind damit auch die Übergangsmöglichkeiten 
für das Elektron, d. h. die Erzeugungsmöglich- 
keiten für die Spektrallinien, vervielfältigt. Man 
erkennt aber leicht folgende Tatsache: Wählt 
man als Endbahn des Elektrons irgendeine der- 
jenigen Bahnen, für die die Summe der charak- 
teristischen Quantenzahlen sts’ einen be- 
stimmten Wert hat, etwa st+s’=2, und als An- 
fangsbahn irgendeine derjenigen Bahnen, für die 
n+ n’ einen bestimmten höheren Wert hat, etwa 
ntn’=3, so liefern alle diese verschiedenen 


. 24 


Erzeugungsmöglichkeiten dieselbe Linie (für die 
gewählten Zahlen die erste Balmerlinie), weil ja 
nach (24) die Schwingungszahl v der emittierten 
Linie nur von s+ s’‘und von n+ n’ abhängt, da- 
gegen nicht von den Einzelwerten s, s’, n, n’. 
So will es scheinen, als ob durch diese Kompli- 
zierung der Theorie gegenüber Bohr physikalisch 
nichts gewonnen sei. Indessen steckt, wie Bohr 
bereits bemerkte, in den Rechnungen eine Ver- 
nachlässigung, deren Berücksichtigung von fun- 
damentaler Bedeutung werden sollte und die 
Hauptleistung der Sommerfeldschen Spektral- 
linientheorie darstellt. Es sind nämlich die Ge- 


!) Die große Halbachse a wird hier 
ma AV} 
= Rh ” = er , das Achsenverhiltnis b = ~ . 
4"®meE a nt u' 
) Die Energie wird nämlich hier: 
m 2n?e E?m 
h? (n 4+- n')? 


2 


Die Natur- 
wissenschaften 
schwindigkeiten der Elektronen, die bei diesen 
Problemen auftreten, nicht mehr als klein gegen 
die Lichtgeschwindigkeit anzusehen. In diesem 
Falle aber darf man bekanntlich nicht mehr nach 
der klassischen Mechanik rechnen, wo die Masse 
der Elektronen eine konstante Größe ist, sondern 
muß sich auf den Boden der Relativitätstheorie 
stellen, und daher die Abhängigkeit der Elektro- 
nenmasse von der Geschwindigkeit des Elektrons 
berücksichtigen. Wenn man die Rechnung in 
diesem Sinne durchführt, so modifiziert sich die 
Serienformel (24) in der Weise, daß nur in erster 
Näherung, d. h. bei Vernachlässigung der Rela- 
tivitätskorrektion, die Schwingungzahl allein von 
sts’ und n+ n’ abhängt; bei Berücksichtigung 
der Relativitätskorrektion aber wird v auch von 
den Einzelwerten s, s’, n, n’ abhängig. Daraus 
folgt, daß die obengenannten verschiedenen Er- 
zeugungsmöglichkeiten hier nicht mehr dieselbe 
Linie liefern, sondern etwas verschiedene Linien, 
die allerdings, wegen der Kleinheit der Relativi- 
tätseffekte, nahe beieinander liegen. Dies ist 
die Sommerfeldsche Erklärung für die Fein- 
struktur der Spektrallinien. So muß z. B. die 
erste Linie der Balmerserie (die rote Wasserstoff- 
linie H,) nach Sommerfeld aus 5 Komponenten 
bestehen, die in 2 Hauptgruppen (zu 3 und 2) 
angeordnet sind. Der mittlere Abstand dieser 
beiden Gruppen voneinander beträgt nach der 
Theorie!) etwa 0,126 AE, während die Messungen 
des Wasserstoffdubletts den Wert 0,123 AE lie- 
fern (Brotherus, Paschen, Meißner). Spricht 
schon diese Übereinstimmung stark für die 
Sommerfeldsche Theorie, so hat die exakte Fein- 
strukturmessung der Heliumlinien durch Paschen 
einen noch schlagenderen Beweis fiir ihre Rich- 
tigkeit geliefert: Fast liickenlos sind alle von der 
Theorie geforderten Linienkomponenten auf der 
photographischen Platte erschienen und haben 
dadurch die Existenz der erlaubten Bahnen hand- 
greiflich dargetan. 

Zwei interessante Folgerungen seien hier noch 
erwähnt, die sich auf Sommerfelds Untersuchun- 
gen gründen. Frstens ist es durch sie möglich 
geworden, die Feinstrukturmessungen direkt zur 
Bestimmung der Fundamentalgrößen e, m, h zu 
benutzen; zweitens konnte Glitscher zeigen, daß 
man die spektroskopischen Beobachtungen nur 
dann mit der Theorie in Einklang bringen kann, 
wenn man für die Massenveränderlichkeit des 
Elektrons die relativistische Formel zugrunde 
legt. Dagegen lassen sie sich mit den Abraham- 
schen Formeln für das starre Elektron nicht ver- 
einigen. 

So sehen wir, daß das Rutherfordsche Atom- 
modell in der Weiterbildung durch Bohr und 
Sommerfeld die Erwartungen weit übertraf, die 
man an seine Leistungsfähigkeit stellen konnte. 


4) In den theoretischen Ausdruck für diesen Abstand 
gehen nur die universellen Konstanten e, m, h und e 
(Liehtgeschwindigkeit) ein. 
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Fiir die optischen Serien der beiden ersten Ele- 
mente hat es uns, jedenfalls zum Teil, eine Er- 
klärung geliefert. Auch konnte Sommerfeld 
zeigen, daß man durch Verallgemeinerung des 
Kernfeldes (d. h. Abweichen vom Coulombschen 
Feld) die Rydberg-Ritzschen Serienformeln für 
die Alkalien gewinnt. Ein vielversprechender 
Anfang für eine Quantentheorie der Spektral- 
linien war somit geschaffen. 

Bei dieser Sachlage mußte sich von selbst die 
Frage aufdrängen, ob denn das Atommodell bei 
seiner jetzigen Vervollkommnung imstande war, 
den Starkeffekt zu erklären, d. h. die Aufspaltung 
der Linien im elektrischen Felde. Hatte doch, 
wie erinnerlich, gerade in diesem Punkte das 
ältere Thomsonsche Modell völlig versagt. Und 
wie stand es ferner mit dem Zeemaneffekt, der 
Aufspaltung im Magnetfeld? Konnte das neue 
Modell diese Erscheinung ebenso gut erklären 
wie das alte? Beide Fragen sind positiv beant- 
wortet worden. Was den Starkeffekt anlangt, 
konnte Epstein, untör Heranziehung der moder- 
nen Quantensätze, für mehrere Freiheitsgrade 
zeigen, daß das Modell eine Aufspaltung der Spek- 
trallinien im elektrischen Feld liefert, die z. B. 
beim Wasserstoff die Beobachtungen von Stark 
mit bewundernswerter Genauigkeit und Vollstän- 
digkeit wiedergibt. Nicht ganz so erfolgreich ist 
die Theorie bis jetzt dem Zeemaneffekt gegen- 
über gewesen. Zwar gelang es Debye und Sommer- 
feld, den normalen Zeemaneffekt (Triplett senk- 
recht zu den Kraftlinien) aus dem Modell her- 
auszuholent); jedoch versagte das Modell, trotz 
Berücksichtigung der Relativitätskorrektion, bei 
der Erklärung der anomalen Zeemaneffekte. und 
vor allem der von Paschen und Back entdeckten 
Tatsache, daß auch bei Linien mit komplizierter 
Feinstruktur sich bei stärker werdendem Magnet- 
feld allmählich das normale Triplett ausbildet, 
gleichsam infolge einer Zerstörung der Fein 
struktur. Hier müssen weitere Untersuchungen 
Klarheit bringen. 


VIT. Die Quantentheorie der Röntgenspektren. 


Parallel mit der Ausgestaltung dieser Theorie 
der optischen Spektren hat sich in den letzten 
Jahren auf derselben Grundlage eine Theorie der 
Röntgenspektren entwickelt, die schon tiefe Ein- 
blicke in die Lehre vom Aufbau der Atome ge- 
stattet hat. Die Forschungen von Barkla, W. 
H. und W. L. Bragg, Moseley und Darwin, Sieg- 
bahn und Friman u. a. haben erwiesen, daß beim 
Aufprall von Kathodenstrahlen auf die Anti- 
kathode eines Röntgenrohres zwei Arten von 
Röntgenstrahlen entstehen: erstens die „Brems- 
strahlung“, bestehend aus einem ausgedehnten 
kontinuierlichen Bereich von Wellenlängen (ähn- 
lich wie der kontinuierliche Grund der sichtbaren 
Spektren); zweitens die „charakteristische Strah- 

1) Dabei ergab sich allerdings die richtige Kompo- 
nentenzahl (3) nur für H«, während für die höheren 
Wasserstofflinien überzählige Kompunenten auftraten. 


lung“, ein typisches Linienspektrum, das aus 
scharfen Spektrallinien besteht, deren Lage so 
wesentlich und ausschließlich von dem Material 
der Antikathode abhängt, daß man durch Be- 
trachten dieses Spektrums sofort, eindeutig auf 
dieses Material schließen kann. So stellt sich 
hier der optischen Spektralanalyse von Bunsen 
und Kirchhoff eine Röntgenspektralanalyse der 
Elemente an die Seite. Dabei hat sich gezeigt, 
daß das charakteristische Röntgenspektrum eine 
reine Atomeigenschaft ist, und zwar eine addi- 
tive, Untersuch. man z. RB. das Spektrum, das 
eine Antikathode aus Messing (Kupfer und Zink) 
erzeugt, so findet man sowohl die Linien des 
Kupfers, als auch die des Zinks unverändert an 
derselben Stelle, an der sie bei den einzelnen 
Elementen Kupfer und Zink liegen; neue Linien 
entstehen nicht. Nach alledem wird man ver- 
muten, daß das Linienspektrum im Atom der 
Antikathode entsteht und dort durch die auf- 
treffenden Elektronen des Kathodenstrahls aus- 
gelést wird. Es zeigte sich ferner die” wichtige 
Tatsache, daß sich die Linien des charakteristi- 
schen Spektrums, ebenso wie die Linien der 
optischen Spektren, in Serien einordnen lassen. 
So hat man bisher eine kurzwellige K-Serie auf- 
gefunden, eine langwelligere L-Serie und jüngst 
eine noch langwelligere M-Serie. 

Das Merkwürdigste an diesen Spektren aber 
ist ihr gesetzmäßiger Zusammenhang mit der 
Ordnungszahl ihres Elementes im periodischen 
System. Zeichnet man sich die Lage einer be- 
stimmten Linie (etwa der ersten Linie der 
K-Serie, K,) für die aufeinanderfolgenden Ele- 
mente des Systems auf, so offenbart sich, ein 
durehaus stetig fortschreitender Gang: die Lage 
der Linie rückt mit wachsender Ordnungszahl 
immer mehr nach kurzen Wellen vor. Dabei ist 
die Regelmäßigkeit dieses Vorrückens derart, daß 
man Lücken im periodischen System oder falsche 
Stellung eines Elements sofort an dem zu großen 
Sprung erkennt. Nun ist aber nach der Annahme 
von Rutherford, v. d. Broek und Bohr die Ord- 
nungszahl eines Elements nichts anderes als seine 
Kernladungszahl, d. h. die Zahl der positiven Ele- 
mentarladungen seines Atomkernes. Hält man 
damit die eben besprochene Beziehung zusammen, 
nach der das stetige Fortschreiten der Kern- 
ladungszahl sich in der Lage der Röntgenlinien 
widerspiegelt, so wird man zu der Auffassung 
gedrängt, daß der Ort der Entstehung der Rönt- 
dgenspektren die unmittelbare Nachbarschaft des 
Kerns sein muß, also das Innerste. des Atoms; 
denn in dieser Region wirkt der Kern am stärk- 
sten, am wenigsten gestört durch die äußeren 
Elektronen des Atoms, und daher wird sich auch 
dort das Anwachsen der Kernladung am reinsten 
äußern, 

In quantitativer Hinsicht wurde der Zusam- 
menhang zwischen der Lage der Röntgenlinien 
und der Ordnungszahl z zuerst empirisch von 
Moseley formuliert. Er fand für die Schwin- 
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gungszahlen von K, und ZL, (erste Linie der 
L-Serie) die Beziehungen: 


ve, = N(s—1) | - 


1 
1? 9? 
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= Ne—14?-|5, | 


VL 


“0 


wo N die Rydbergsche Zahl bedeutet. 

Die Ähnlichkeit dieser Formeln mit der Bohr- 
schen Formel für die wasserstoffähnlichen Serien 
springt derart in die Augen, daß es nahe lag, 
auf Grund des Bohrschen Modells nun auch eine 
Erklärung der Röntgenserien zu versuchen. Dies 
Problem ist von Sommerfeld in Angriff genom- 
men worden, und so ist neben der Theorie der 
optischen Spektren, die in den äußeren Regionen 
des Atoms ihren Ursprung nehmen, eine Theorie 
der Röntgenspektren entstanden, die uns in das 
Innerste des Atoms führt. Danach könnte man 
sich z. B. K„ entstanden denken durch Übergang 
des strahlenden Elektrons aus einer 2-quantigen 
Bahn (d. h. einer Bahn, für die die Summe der 
Quantenzahlen nt n’=2 ist) in eine 1-quantige 
(st+s’=1); ebenso würde ZL„ entstehen beim 
Übergang des Elektrons aus einer 3-quantigen 
in eine 2-quantige Bahn usw. Zugleich ist es 
Sommerfeld gelungen, durch Heranziehen der 
Relativitätstheorie auch hier die Feinstrukturen 
der Linien zu berechnen und auf das Wasser- 
stoffdublett zurückzuführen. Indessen blieb eine 
große Schwierigkeit bestehen: Wie sollte man sich 
in den Moseleyschen Formeln die von z abzuzie- 
henden Größen 1 und 7,4 (die sogenannten „Kern- 
charakteristiken“) erklären? Die ganzzahlige 
Charakteristik 1 ließ sich vielleicht noch mit 
einer Abschirmung des Kerns durch ein Elektron 
begründen, nicht aber die gebrochene 7,4. Zwar 
zeigte Sommerfeld, daß Moseleys Formel nur eine 
Näherung sei, und daß z. B. K, besser durch die 
Formel 
‚f(z— 1,6)? (2 — 3,5)? 

1? 92 

dargestellt werde. Das aber verschlimmerte die 
Sache natürlich nur, um so mehr, als bei einer 
exakten Darstellung von JD, selbst die Nenner 
nicht mehr ganzzahlig blieben. Sommerfeld hat 
dieses Abweichen von der Wasserstoffähnlichkeit 
auf den Einfluß der äußeren Elektronen des Atoms 
zurückgeführt, ist jedoch hier zu keinem befrie- 
digenden Ergebnis gelangt. 

Aus dieser etwas unsicheren Situation ist die 
Theorie durch eine 1917 erschienene Arbeit von 
Debye befreit worden, in der er nachwies, daß 
Sommerfeld im Vertrauen auf die Wasserstoff- 
ähnlichkeit der Röntgenspektren doch wohl zu 
weit gegangen ist. Nach Debye hat man sich 
den Emissionsakt von K, folgendermaßen zu den- 
ken: In allen Atomen, zum mindesten von z= 11 
an, existiert zunächst dem Kern ein einquantiger 
Ring von 3 Elektronen, der K-Ring. Aus diesem 
Ring wird als Folge eines ,,Absorptionsakts“, d. h. 
einer Energiezufuhr (sei es durch StoB von Ka- 


VK, —N 
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thodenstrahlen oder durch Absorption von Rönt- 
genstrahlen) ein Elektron abgesprengt und allein 
auf eine weiter auBen gelegene zweiquantige Bahn 
gebracht, während die beiden übrig gebliebenen 
Elektronen des K-Rings dem Kern näher rücken 
und, einander diametral gegenüber, auf einem 
einquantigen Kreis den Kern umlaufen. Bei der 
Rückkehr des Systems aus diesem ,,gesprengten“ 
Zustand in den ursprünglichen Normalzustand 
wird X. emittiert. Hier sind also wesentlich drei 
Elektronen am Emissionsakt beteiligt, während 
bei der Emission der wasserstoffähnlichen Spek- 
tren nur ein springendes Elektron die Linie er- 
zeugt. Ganz analog wie K, entsteht nach Debye 
K, dadurch, daß das aus dem K-Ring abge- 
sprengte Elektron auf eine dreiquantige Bahn ge- 
bracht wird und das System aus diesem gespreng- 
ten Zustand in den Normalzustand zurückkehrt. 

Es sei noch hinzugefügt, daß kürzlich Vegard 
die Debyesche Theorie auf die L-Serie angewandt 
und dabei die Existenz eines zweiquantigen 
L-Ringes von 7 Elektronen gefordert hat. Wenn 
somit auch die Theorie der Röntgenspektren noch 
in den Kinderschuhen steckt, so ist doch ein ver- 
heißungsvoller Weg gewiesen, dessen weitere Ver- 
folgung bedeutsame Ausblicke zu bieten verspricht. 


VIII. Die Erscheinungen an den Molekülmodellen. 


Während die Röntgenspektren, und zum Teil 
auch die optischen Spektren, den Atomen der 
Elemente entstammen, und daher ihre Theorie 
an die Atommodelle anzuschließen hat, gibt es 
eine Reihe von Erscheinungen, die wesentlich den 
Molekülen eigentümlich sind, und deren Theorie 
sich- daher auf den Molekülmodellen aufbaut. Es 
sind dies vor allem die Erscheinungen der nor- 
malen Dispersion und der Drehung der Polari- 
sationsebene im Magnetfeld (Magnetorotation). 
Diese Erscheinungen waren bis vor wenigen 
Jahren ausschließlich vom Standpunkt des Thom- 
sonschen Modells, d. h. des quasielastisch ge- 
bundenen Elektrons behandelt worden und bil- 
deten ihrerseits eine starke Stütze für dieses 
Modell. Dennoch zeigten sich auch in dieser 
klassischen Theorie Widersprüche; so ergab sich 
z. B. aus den Dispersionsmessungen unter Zu- 
grundelegung der Dispersionstheorien von 


‘ e . ‘ 
Drude, Voigt oder Planck fiir , ein zu kleiner 


Wert, im Vergleich zu den direkten Messungen 
an Kathoden- oder ß-Strahlen. Als aber nun das 
Thomsonsche Modell durch das Rutherford- 
Bohrsche verdrängt wurde, und sich die Erfolge 
der Bohrschen Vorstellungen offenbarten, ‘da 
mußte die Frage entstehen, ob sich nicht auch 
auf Grund dieser neuen Anschauungen eine 
Theorie der Dispersion und Magnetorotation ein- 
wandfrei durchführen lasse. Den ersten Schritt 
zur Beantwortung dieser Frage — und zwar im 
positiven Sinne — hat Debye getan, indem er 
die normale Dispersion des Wasserstoffs unter- 
suchte. Er legte dabei seinen Rechnungen ein 
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schon von Bohr eingeführtes Modell des Wasser- 
stoffmoleküls zugrunde, das folgende Konstitu- 
tion besitzt: Zwei positive Kerne*), je von der 
Ladung + e stehen sich im Abstand 2 b gegen- 
über. In einer Ebene, die die Verbindungslinie 
der Kerne senkrecht in der Mitte teilt, bewegen 
sich 2 Elektronen diametral gegenüber; auf 
einem Kreise vom Durchmesser 2a, jedes mit dem 


h ’ 
Impulsmoment Ir Das System ist im Gleich- 


gewicht, wenn a—=bYV3 ist; dann ist das Modell 
in allen seinen Dimensionen und Geschwindig- 
keiten vollständig festgelegt. Infolge seiner 
Symmetrie besitzt es im Normalzustande kein 
elektrisches Moment. Wird es dagegen von einer 
äußeren Lichtwelle getroffen, so wird die Be- 
wegung seiner Elektronen gestört, sie weichen 
von der normalen Bahn ab, geraten in Schwin- 
gungen und erzeugen so ein mit der Zeit perio- 
disch wechselndes elektrisches Moment. Dadurch 
aber wird der ursprüngliche Gang der primären 
Welle in charakteristischer Weise verändert, d. h. 
es entsteht Dispersion’): Die hier auftretenden 
Schwingungen der Elektronen sind nicht Schwin- 
gungen um Gleichgewichtslagen, wie beim quasi- 
elastischen Modell, sondern Schwingungen um 
stabile Bahnen; auch ist die Bindung der Elek- 
tronen im Gegensatz zu den klassischen Disper- 
sionstheorien von Drude, Voigt u. a. anisotrop 
(d. h. das Elektron ist nach verschiedenen Rich- 
tungen hin verschieden stark gebunden). Der 
Erfolg der Debyeschen Theorie war schlagend: 
Der ‚Widerspruch in der Drudeschen Theorie (zu 


. > e = . a . 
kleiner Wert von ‘) löst sich auf und es gelingt, 


die Beobachtun- 


gen sehr befriedigend darzustellen. Dabei ist 
jetzt, was besonders hervorzuheben ist, in der 
Formel für den Brechungsquotienten keine ein- 
zige Konstante mehr willkürlich verfügbar. Viel- 
mehr ist die Dispersionsformel aus universellen 
Größen zusammengesetzt. 

Nach derselben Methode und mit ähnlichem 
Erfolg hat Scherrer die Drehung der Polarisa- 
tionsebene im Magnetfeld für das Wasserstoff- 
molekiil behandelt. 

In sehr umfassender Weise hat endlich Som- 
merfeld kürzlich auf derselben Grundlage die 
Theorie der Dispersion und der Magnetorotation 
erweitert. Dabei hat er, nach einer nochmaligen 


3 e 
mit dem normalen Wert von = 


1) Wasserstoff ist bekanntlich zweiatomig. 

2) Man hat sich dies so zu denken: es sei e die 
Geschwindigkeit der primären Welle im Vakuum. Die 
Schwingungen der Elektronen erzeugen eine vom Mole- 
kül ausgehende sekundäre Welle. Alle diese sekundären 
Wellen setzen sich mit der primären zusammen und 
bilden so eine Welle mit veränderter Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit g, deren Wert von der Schwingungs- 
zahl der primären Welle abhängt. Das aber ist ge- 
rade die Erscheinung der Dispersion, Der Brechungs- 


R : c 
quotient ist = 
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Priifung und Verbesserung der Rechnungen von 
Debye und Scherrer, seine Betrachtungen auch 
auf das Sauerstoff- und Stickstoffmolekül aus- 
gedehnt. . Der Vergleich mit den Beobachtungen 
führte zu dem merkwürdigen Ergebnis, daß man 
bei diesen komplizierten Modellen nicht mehr mit 
dem einfachen Bohrschen Quantenansatz (Im- 
pulsmoment jedes Elektrons gleich einem ganzen 


: h : ‘ 
Vielfachen von durchkommt; vielmehr zeigte 
2x, 


sich, daB man den Ansatz in charakteristischer 
Weise abändern müsse, um mit den Messungen 
im Einklang zu bleiben. Im Anschluß an das 
empirische Material stellte er dabei für Elek- 
tronenringe im Molekül eine Quantenregel auf, 
in der auch die Zahl der Elektronen im Ring 
eine Rolle spielt. Ob und wie man dieses sonder- 
bare Resultat auch theoretisch begründen kann, 
müssen weitere Untersuchungen lehren. 


IX, Ausblick. 


In den vorangehenden Betrachtungen ist es 
versucht worden, in großen Umrissen die wich- 
tigsten Züge der Quantenlehre, ihres Ursprungs 
und ihrer Entwicklung herauszuschälen. Über- 
blickt man den jetzt vor uns stehenden Bau von 
seinen Grundmauern bis zu seinen höchsten 
Stockwerken, so kann man sich eines Gefühls der 
Bewunderung nicht erwehren, der Bewunderung 
für den Mut der Wenigen, die sich mit klarem 
Blick, gegen den Widerstand der Überlieferung, 
für die Notwendigkeit der neuen Lehre einsetzten 
und damit das Fundament für die erstaunlichen 
Erfolge legten, die der Quantentheorie in so 
kurzer Zeit beschieden waren. Dennoch wird 
jeden, der die Quantentheorie studiert, eine ge- 
wisse Enttäuschung beschleichen; denn wir 
müssen uns eingestehen, daß wir, trotz weitgehen- 
der Formulierung ihrer Regeln, dem Kern der 
Sache noch kaum um einen Schritt näher gekom- 
men sind. Daß es quantenmäßig ausgezeichnete 
Zustände von mechanischen und elektrischen Sy- 
stemen gibt, scheint sicher zu sein. Aber wo liegt 
die tiefere Ursache verborgen, die dieses Sprung- 
hafte in der Natur erzeugt? Ist es etwa die 
positive Elektrizität, die uns des Rätsels Lösung 
bringen wird? Und selbst wenn wir uns das Ziel 
nicht so weit stecken, bleibt eine Fülle unbeant- 
worteter Fragen offen: noch ist nicht einmal die 
Entscheidung erbracht, ob wirklich, wie es die 
erste Plancksche Theorie verlangt, nur die quan- 
tenmäßig erlaubten Zustände die einzig existie- 
renden sind, oder ob nicht, nach Plancks zweiter 
Fassung, auch die Zwischenzustinde möglich 
sind. Noch wissen wir nicht, wie es mit der 
Strahlung steht. Breitet sie sich so aus, wie es 
die klassische Undulationstheorie verlangt, oder 
hat auch sie einen Quantencharakter? Gibt es 
überhaupt Kugelwellen oder ist nicht vielmehr, 
wie Einstein bei einer Ableitung des Planckschen 
Gesetzes auf Grund des Bohrschen Modells kürz- 
lich zeigte, die Strahlung einseitig gerichtet, wie 
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der Schuß aus einer Kanone? Muß man nicht 
demnach die Mechanik ebenso wie die Elektro- 
dynamik von Grund aus abändern und sie auf 
quantentheoretischer Basis neu aufbauen? 

Alle diese Probleme harren noch der Lösung. 
Aber wie diese endgültige Lösung auch ausfallen 
mag, so wird sie sich jedenfalls auf das unge- 
heure vorliegende empirische und theoretische 
Material zu stützen haben. Noch fehlt der lei- 
tende Gedanke, der das Zerstreute sammelt, das 
Disparate zusammenfaßt. Aber wir wollen 
hoffen, daß der Tag nicht mehr allzufern ist, an 
dem die gewaltige Vorarbeit, die die heutige 
Generation geleistet hat, durch die Vollendung 
der Theorie gekrönt wird. 


Anwendungen der Quantenlehre in der 
Theorie der Serienspektren. 
Von Dr. Paul 8, Epstein, München. 
I. Abschnitt. 
Grundlagen. 


$ 1. In den Jahren 1896 bis 1902 hatte Max 
Planck seine ganze Arbeitskraft in den Dienst der 
Theorie der Wärmestrahlung gestellt. Mit einer 
beispiellosen Folgerichtigkeit und Energie schuf 
er zunächst in einer Reihe von Abhandlungen die 
begrifflichen Grundlagen für eine solche Theorie, 
und gelangte um die Wende des Jahrhunderts zur 
Überzeugung, daß die gewöhnliche Mechanik und 
Maxwell-Lorentzsche Elektrodynamik zur Begrün- 
dung der Strahlungslehre nicht ausreichen. Die 
konsequente Anwendung dieser klassischen Grund- 
lagen führte nämlich unter allen Umständen auf 
ein Gesetz der Strahlungsverteilung (das soge- 
nannte Rayleigh-Jeanssche), welches sich im kurz- 
welligen Gebiete in eklatantem Widerspruch mit 
der Erfahrung befindet. Hieraus leitete Planck 
die Notwendigkeit ab, in die Strahlungstheorie 
einen neuen, der Mechanik und Elektrodynamik 
fremden Gedanken einzuführen. Im Jahre 1901 
gelang es ihm auch, mit kühnem Griff das fehlende 
Glied in die Kette seiner Deduktionen einzufügen. 
Es war dies die Quantenhypothese, welche nicht 
nur alle Rätsel in der Theorie der Wärmestrahlung 
auflöste, sondern, wie sich später zeigen sollte, 
auch alle übrigen atomistischen Vorgänge be- 
herrscht. 

Die Anwendungen der Quantentheorie auf die 
Atomistik haben in den letzten Jahren zu einer 
Reihe großer Erfolge geführt; und auch an dieser 
neuesten Entwicklung ist Planck in hervorragen- 
dem Maße beteiligt. Es ist der Zweck dieses Auf- 
satzes, eine Übersicht über die neueren Ergebnisse 
zu entwerfen, soweit sie sich auf die Theorie spek- 
traler Serien beziehen. Dementsprechend werden 
zunächst die begrifflichen Grundlagen der Planck- 
schen Quantenlehre in Kürze erörtert ($§ 2—4) 
und das nötige Tatsachenmaterial aus der Ato- 
mistik und Spektroskopie zusammengestellt (§§ 5, 
6). Der zweite Abschnitt enthält die ersten er- 
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foigreichen Anwendungen der Quantentheorie auf 
das Atom, welche sich an den Namen Niels Bohr 
knüpfen und in der Erklärung der einfachsten 


Spektralserien gipfeln ($$ 7—10). Im dritten 
Abschnitt findet man die Anwendungen auf 


Systeme von mehreren Freiheitsgraden, wie sie 
durch von Planck und Sammerfeld neu geschaffene 
begriffliche Hilfsmittel ermöglicht wurde: im 
wesentlichen die Theorie der Feinstrukturen 
wasserstoffähnlicher Linien und des Starkeffekts 
($§ 11—15). Den Schluß bildet eine Erörterung 
der Anschauungen von Planck über die Struktur 
des Phasenraumes. 

§ 2. Hypothese der Energiequanten. — Um 
den Inhalt der Quantenhypothese klarzumachen, 
wollen wir das in der Einleitung Gesagte näher 
ausführen und an den Begriff des „linearen Re- 
sonätors“ anknüpfen. Wir können uns darunter 
ein Elektron!) vorstellen, welches quasielastisch 
(d. h. durch eine der Entfernung x proportionale 
Kraft) an eine Ruhelage gebunden ist, und dem- 
zufolge sinusartige Schwingungen von einer kon- 
stanten, für den Resonator charakteristischen 
Schwingungszahl v pro Sekunde um dieselbe aus- 
führt: 

@=smemBavt. .. iss «eG 

Hier bedeutet ¢ die Zeit und xo die Amplitude. 

Nach den Gesetzen der Elektrodynamik muß 
ein solcher linearer Resonator elektromagnetische 
Wellen von derselben Schwingungszahl v aus- 
senden, und umgekehrt unter der Wirkung ein- 
fallender Wellen erzwungene Schwingungen aus- 
führen. Hat man also in einem vollkommen spie- 
gelnden Hohlraum eine größere Menge von Re- 
sonatoren mit allen möglichen v, so müßten sie 
sich mit der Strahlung und gegenseitig in ein 
bewegliches Gleichgewicht setzen, bei welchem jede 
Gruppe von Resonatoren (von einer bestimmten 
Schwingungszahl v) genau so viel Energie aus- 
strahlt, als sie von der zugestrahlten Energie ab- 
sorbiert. Diese Gleichgewichtsstrahlung bezeich- 
net man als „schwarze Strahlung“ und das Pro- 
blem, welches sich Planck gestellt hatte, bestand 
darin, die spektrale Energieverteilung der schwar- 
zen Strahlung abzuleiten. Es zeigte sich nun, 
daß man unfehlbar auf ein falsches Gesetz ge- 
führt wird, wenn man voraussetzt, daß ein Reso- 
nator bei der Wechselwirkung alle möglichen 
Energieinhalte (bzw. Amplituden) annehmen 
kann. Die neue, außerordentlich kühne Annahme 
von Planck bestand darin, daß die Energie A eines 
Resonators ein atomistisches Verhalten besitzt 


1) Nach den neueren .Forschungsergebnissen hat 
der Träger der elektrischen Erscheinungen, die 60- 
enannte „Elektrizitätsmenge“, eine atomistische 
truktur. Die Atome der Elektrizitiitsmenge bezeich- 
net man als Elektronen. Das Elektron hat eine 1844- 


mal kleinere Masse u als das Wasserstoffatom, seine 

elektrische Ladung (,,Elementareinheit der Elektrizi- 

10-1% el, st. Einh. Das 
e 

Verhältnis von Ladung zu Masse ist ye 5291 . 108 


el. st. Einh. 


tätsmenge“) beträgt e=4,77. 
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und ein ganzes Vielfaches einer elementaren 
Menge € sein muß: 
A=Ne, 


wenn n eine ganze Zahl bedeutet. Aus thermody- 
namischen Gründen (Wiensches Verschiebungs- 
gesetz) darf jedoch die elementare Energie e nicht 
von der Schwingungszahl unabhängig, sondern 
muß derselben proportional sein: e = hv. Als Aus- 
druck der ersten Fassung der Planckschen Hypo- 
these, die man als „Hypothese der Energiequan- 
ten“ bezeichnet, gewinnt man daher die Formel 


ZBERNE 2 5250084 2,8 


Hier ist A eine universelle Konstante von der 
Dimension einer - Wirkung (Energie X Zeit), 
welche daher als das ,,Plancksche Wirkungsquan- 
tum“ bezeichnet wird. „Aus den Strahlungsmes- 
sungen von Kurlbaum, Lummer und Pringsheim 
erhielt Planck den numerischen Wert 

h = 6,55 . 10-2” erg. sec. 

Den Ausdruck fiir die Energie A des linearen 
Resonators erhält man, wenn man bedenkt, daß 
im Momente des Durchgangs durch den Nullpunkt 
(t=0) nur kinetische Energie vorhanden ist. Ist 
uw die Masse des Elektrons: 


as. ) 
A=S (z) =2u(xv a). 
- 2 0 


Beziehung (2) liefert daher 
SwWevay Has... 6 sc i ® 


Es sind also nur bestimmte ausgewählte 
Amplituden 29, nämlich diejenigen, welche der 
Formel (3) genügen, mit der Quantenhypothese 
verträglich. 

§ 3. Hypothese der Wirkungsquanten. — 
Später gab Planck seiner Hypothese eine an- 
dere Fassung, welche klarer hervortreten läßt, daß 
die Wirkung und nicht die Energie das Unver- 
änderliche ist. Dabei macht er Gebrauch vom 
mechanischen Begriff des /mpulses oder der Be- 
wegungsgröße. Bekanntlich ist bei kartesischen 
Koordinaten und konservativen Kräften (d. h. 
Kräften, welche ein Potential besitzen), der einer 
kartesischen Lagenkoordinate x eines Massen- 
punktes von der Masse u entsprechende Impuls 

Pxz Zu x. 

Aber auch unter komplizierteren Verhältnis- 
sen kann man im allgemeinen die den Lagen- 
koordinaten q eines Systems zugehörigen Impulse 
p definieren. Dabei ist durch die Kenntnis der 
Werte aller p und q in irgend einem Augenblick 
die Bewegung des Systems vollstandig und fiir 
alle Zeiten bestimmt. 

Im besonderen Falle eines einzigen Freiheits- 
grades kann man p leicht als Funktion von q an- 


geben. Z. B. hat man fiir den linearen Resonator 
nach (1) 
> 
‚Pe muB avE.. :.. . (4 
Dxvyu 


1) Durch. einen Punkt wird die Ableitung nach der 


Zeit angedeutet: a =d ajdt. 
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oder wenn man die Gleichungen (1) und (4) qua- 
driert und addiert 


a \? PR get 
(=) +) er 


Das ist bekanntlich die Gleichung einer Ellipse 
von den Halbachsen a = x» und b = 2 2vpap. Wenn 
man also pz als Ordinate, x als Abszisse aufträgt 
(Fig. 1), erhält man für jeden speziellen Wert von 
vo eine Ellipse, für alle möglichen 2» eine Schar 
ähnlicher konzentrischer Ellipsen. Im allgemeinen 
Fall eines durch eine Koordinate q und den zu- 
gehörigen Impuls p bestimmten Systems wird 
man durch die analoge Konstruktion eine andere 
(nicht elliptische) Schar von Kurven erhalten, 
von denen jede die Bewegung des Systems für 
einen speziellen Wert der Energie darstellt. 





Fig. 1. 


Der Planckschen Annahme zufolge sind nach 
Gleichung (3) nicht alle Kurven der Schar, son- 
dern nur gewisse ausgewählte möglich, Und 
zwar besteht die spätere Formulierung von Planck 
darin, daß der Inhalt der Fläche zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden quantentheoretisch zulässi- 
gen Kurven gleich dem Wirkungsquantum h sein 
soll. Mathematisch formuliert gibt das 


{[apag=n ; Ay 


Sm — Pn—1) dg=h. 


Die Integration ist über das zwischen den bei- 
den Kurven eingeschlossene, in der Figur fiir 
n= 2 schraffierte Gebiet zu erstrecken, p, und 
Pn-ı beziehen sich auf die Werte des Impulses 
an den Grenzkurven. 

Durch Summieren der Ausdriicke 


fo — po) dq = hs [irr —p,dq =h, 
Ser — Mm-ı)dgq=zh 


ergibt sich für die n-te quantenmäßig zulässige 
oder, wie wir sagen wollen „statische Bewegungs- 
form“: 


oder 


Sen pagznn te en 


wenn po den Impuls an der innersten statischen 
Kurve von kleinstem zulässigen Flächeninhalt be- 
deutet. Einen von Null verschiedenen Wert von 
po darf man dann erwarten, wenn das betrachtete 
System aus mechanischen Gründen einen Grenz- 
zustand besitzt, dem eben der Impuls po ent- 
spricht. Beim linearen Resonator ist dies nicht 
der Fall, hier sind auch die kleinsten Amplituden 
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und Impulse bis zur vollständigen Ruhe (pe = 9) 
mechanisch méglich: Fiir solche Systeme, welche 
die Mehrzahl bilden, reduziert sich die Quanten- 
bedingung (5a) einfach auf 


Jpaa=uı re: 


d. h. der von einer statischen Kurve umschlossene 
Flächeninhalt ist ein Multiplum des Wirkungs- 
quantums h. 

Es ist leicht zu sehen, daß diese Fassung der 
Planckschen Annahme, welche als „Hypothese der 
Wirkungsquanten“ bezeichnet wird, für den Fall 
des linearen Resonators mit der Hypothese der 
Energiequanten (2) übereinstimmt. In der Tat 
ist der Inhalt der umschlossenen elliptischen 
Fläche hier gleich 

nh=znab=2n"vmay, 
in genauer Übereinstimmung mit Formel (3). 

Einer der Vorteile, welchen diese Formulie- 
rung der Quantenhypothese bot, bestand darin, 
daß es dabei möglich war, die erforderlichen Ab- 
änderungen der Elektrodynamik auf ein Minimum 
zu reduzieren, wenigstens die Absorption der 
Energie kontinuierlich zu gestalten und das we- 
sentlich Neue der Auffassung in die Berechnung 
der statistischen Wahrscheinlichkeiten zu verlegen. 
Da es jedoch für das Folgende nicht darauf an- 
kommt, ob wir die statischen Bewegungsformen 
als die einzigen möglichen, oder als nur in sta- 
tistischem Sinne ausgezeichnet auffassen, wollen 
wir auf diese Fragen erst später (in $ 16) zurück- 
kommen. 

Als weiteren Vorzug der zweiten Fassung er- 
kennt man den Umstand, daß sie vom Begriff der 
Schwingungszahl keinen Gebrauch macht und 
sich daher nicht von vornherein auf periodische 
Bewegungen beschränkt. In der Tat ist es in 
der Folge gelungen, sie sowohl auf Systeme von 
mehreren Freiheitsgraden als auch auf gewisse 


9 
= 


Klassen nichtperiodischer Bewegungen anzu- 
wenden. 
§ 4. Entwicklung des Gedankens der Ener- 


giequanten, — Merkwiirdig ist, daß die vom Im- 
pulsbegriff ausgehende Auffassung der Wirkungs- 
quanten den Gedanken der Energiequanten nicht 
überflüssig gemacht, sondern dessen Anwendung 
nur an eine andere Stelle verschoben hat. In 
der Tat wurde dieser Begriff mit Erfolg zur 
Erklärung mehrerer Erscheinungen herangezo- 
gen. Besonders Einstein, dem wir den Ausbau 
der Quantentheorie nach den verschiedensten 
Richtungen verdanken, vertrat nachhaltig den 
Standpunkt, daß sich in den Wirkungen einer 
Strahlung von der Schwingungszahl v das Ener- 
giequantum hv äußern müsse. Auf diesem Wege 
gab er u.-a. eine Darstellung der quantitativen 
Verhältnisse im lichtelektrischen Effekt: das aus 
einem Metall unter der Wirkung von einfallendem 
ultravioletten Licht (Schwingungszahl v) ausge- 
sandte Elektron erwirbt, nach seiner Hypothese, 
vom Licht die kinetische Energie hv, von der es 
einen Teil P fiir die Arbeit aufbraucht, die es zu 
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leisten hat, um durch die Oberfläche hindurchzu- 
treten und den Verband der Metallatome zu ver- 
lassen. Es ergibt sich demnach fiir die Geschwin- 
digkeit v eines lichtelektrischen Elektrons die 
Einsteinsche Gleichung (1905) 


+o? 
+ P=hy, 


welche sich durchaus bestätigt, und neuerdings 
von R. Millikan (1916) als eine Methode zur ge- 
nauen Bestimmung des Wertes von h angewandt 
wurde. 

Die Umkehrung dieses Gedankens, die An- 
nahme, daß die bei einem Lichtemissionsvorgang 
von unbekanntem Mechanismus ausgesandte 
Schwingungszahl durch die zur Verfügung ste- 
hende Energie bestimmt werden könne, finden wir 
zum ersten Mal bei "W. Wien und J. Stark. 
W. Wien!) faßt den Vorgang der Entstehung von 
Röntgenstrahlen durch plötzliche Bremsung von 
Kathodenstrahlen?) in der Antikathode einer 
Röntgenröhre ins Auge, und stellt die Hypothese 
auf, daß die Schwingungszahl v der ausgesandten 
Röntgenstrahlen durch die kinetische Energie T 
des gebremsten Elektrons nach der Beziehung 

T=chv? . ‘6 


bestimmt wird. Beachtenswert ist bei dieser Auf- 


fassung, daß die Größe hvc keineswegs mit der in 
Form von Röntgenstrahlung emittierten Energie 
übereinstimmt, denn letztere beträgt, wie man be- 
rechnen kann*) und sich aus Messungen ergeben 
hat’), nur einen geringen Bruchteil (von der Grö- 
Benordnung 0,2%) der Kathodenstrahlenenergie. 
Bedingung (6) bestimmt also lediglich die Schwin- 
gungszahl der ausgesandten Strahlung, ohne etwas 
über deren Energiemenge auszusagen, weshalb wir 
diese Gleichung als „Frequenzbedingung“ be- 
zeichnen. 

Diese Beziehung ist neuerdings (bis zu einer 
Spannung von 40 000 Volt). geprüft worden®). Es 
bestätigt sich mit voller Schärfe, daß die größte 
Schwingungszahl der Röntgenstrahlen, welche 
durch Elektronen von einer bestimmten kineti- 
schen Energie angeregt werden, durch Gleichung 
(6) gegeben ist. 

Die erste Anwendung einer ähnlichen Über- 
legung auf das optische Spektrum geht auf 
J. Stark’) zurück. Er betrachtet die Emission der 
Linien des Quecksilberspektrums und geht von 
der Annahme aus, daß die Vorbedingung für die 





1) W. Wien, Gött. Nachr. S. 598, 1907. 

?2) Welche bekanntlich aus schnell bewegten Elek- 
tronen bestehen. 

8) c bedeutet die Lichtgeschwindigkeit. Unter der 
Schwingungszahl y verstehen wir hier und im Folgen- 
den, wie dies in der Spektroskopie üblich ist, die rezi- 
proke Wellenlänge v=1/A. Genau genommen ist dies 
die Zahl der Schwingungen in 1/c Sekunden. 

*) Sommerfeld (Münch. Ber. S. 1, 1911) hat in einer 
Arbeit, die auf die spiitere Entwicklung der Quanten- 
theorie von großem Einfluß war, die Wiensche Theorie 
modifiziert und quantitativ ausgebaut. 

5) W. Wien, Ann. d. Phys. 18, S. 991, 1905. 

*) Duane und Hunt, Phys. Rev. 6, S. 166, 

7) W. Steubing, Phys. Zt. 10, S. 789, 1909. 
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Aussendung derselben das Vorhandensein von ioni- 
sierten Atomen (d. h. Atomen, von denen ein 
Elektron abgetrennt ist) und freier Elektronen 
im Hg-Gas sei. Das Leuchten kommt, seiner 
Meinung nach, durch die Wiederanlagerung eines 
Elektrons an das ionisierte Atom zustande. Da 
bei diesem Vorgang nur eine endliche Energie- 
menge verfügbar ist, nämlich die Energie T, 
welche man umgekehrt zur Entfernung des Elek- 
trons aus dem Atom ins Unendliche aufwenden 
muß (die sogenannte Ionisierungsspannung), und 
welche aus direkten Messungen bekannt ist, 
schloß Stark, daß die Grenze des Quecksilber- 
spektrums, d. h. die größte Schwingungszahl v, 
deren Emission möglich ist, durch die Beziehung 
(6) bestimmt wird. Neuere Messungen der Ioni- 
sierungsspannung des Quecksilbers*) bestätigen 
die quantentheoretische Gleichung (6), die 
Schwingungszahl v, die sich ergibt, bezieht sich 
jedoch nicht auf die Bandengrenze, sondern auf 
lie Resonanzstrahlung des Quecksilbers (253,6 un) 


§ 5. Struktur der Serienformeln. Das Ritz- 
sche Kombinationsprinzip. — Unser Zweck ist, 
eine Übersicht über die Erfolge zu geben, die in 
den letzten Jahren in der Erklärung der spek- 
tralen Gesetze durch Anwendung der Quanten- 
theorie auf die Atomistik erreicht wurden. Da- 
her ist es nötig, zunächst einiges über die Struk 
tur der spektralen 
Anschauungen vom Bau der Atome zu sagen 


Formeln und die modernen 


Beim Studium der Linien, aus denen ein 
Spektrum besteht, hat man bei gewissen Folgen 
dieser Linien, welche man als „Serien“ bezeichnet, 


‘in ähnliches Aussehen und gleichmäßiges physi 
kalisches Verhalten festgestellt und 
ihre genetische Zusammengehörizkeit geschlossen. 
Die formelmäßige Darstellung spektraler Se- 
rien wurde bereits im Jahre 1885 durch eine Un 
tersuchung von Balmer eingeleitet, der für die 


daraus auf 


später nach ihm benannte Serie des Wasser- 
stoffs die folgende Formel aufstellte: 
u. 1 a u _ 
van) DEREN ER 
N bedeutet dabei eine Konstante, als deren 
bester Wert gegenwärtig 109 677,69 gilt. Von 


der Balmerserie, der einzigen Serie, welche der 
Wasserstoff im sichtbaren Spektrum besitzt, sind 
29 Linien bekannt, welche in der Reihenfolge 
abnehmender Wellenlängen mit He, Hg, Hy, Hs, ... 
bezeichnet werden. In den Spektren von Wasser- 
stoffröhren wurden allerdings nur die ersten 13 
dieser Linien gefunden, die übrigen entziehen 
sich der terrestrischen Beobachtung durch ihre 
Liehtschwäche, sind aber aus Sternspektren be- 
kannt. Formel (7) gibt mit nichts zu wünschen 
übrige lassender Schärfe die Schwingungszahlen 
sämtlicher 29 Linien, wenn man für m die suk- 
zessiven ganzen Zahlen von 3 bis 31 einsetzt. 
Neuere Untersuchungen haben übrigens gezeigt, 


1) J. Frank und G Verh. d. D. 


16, 512, 1914. 


Hertz, Phys. Ges. 


Nw. 1918. 
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daB die Linien der Balmerserie nicht einfach 
sind, sondern in mindestens zwei sehr dicht 
nebeneinanderliegende Komponenten aufgelöst 
werden können. 

Gleichfalls dem Wasserstoff wurde die astro- 
nomische Serie zugeschrieben, welche E. C. Picke- 
ring 1896 im Spektrum des Sterns ¢ Puppis ge 
funden hatte. 


1 1 
v=n(3,—3), ma Eee Fe Fa (8 


Wir werden sehen (§ 10), daß sie in Wirklichkeit 
dem ionisierten Helium angehört. 

Charakteristisch fiir die Struktur dieser For- 
meln ist, daß die Schwingungszahl v hier als Dif- 
ferenz zweier Terme N/2? und N/m? erscheint 
Durch eine eingehende Analyse des damals vor- 
handenen experimentellen Materials zeigte nun 
der schwedische Physiker Rydberg im Jahre 
1890, daß sich viele Seriengesetze bei verschie- 
denen Stoffen durch die verallgemeinerte Formel 

she sahil N Ad eee a 

=v =, +n) Gutmi ot (‘ 
gut darstellen lassen. N ist dabei dieselbe Un- 
veränderliche, welche in der Balmerschen For- 
mel (7) auftritt, sie gewinnt also die Bedeutung 
einer Universalkonstanten und wird als ,,Ryd- 
bergsche Konstante“ bezeichnet. ww, und Ws sind 
zwei weitere für das betreffende Element cha 
rakteristische Konstanten, mı und m, ganz 
Zahlen (,,Ordnungszahlen“); das Vorzeichen ist 
so zu wählen, daß v positiv wird. Bei festgehal- 
tenem m, erhält man bereits eine Serie, wenn m; 
die Reihe der ganzen Zahlen durchläuft. Nimmt 
man noch die Variabilität von m, hinzu, so 
können mehrere Serien durch den einzigen Aus- 
druck (9) dargestellt werden. 

Mit zunehmender Genauigkeit der spektralen 
Messungen erwies sich indessen die Rydbergsche 
Formel als ungenügend. Die beste der später 
vorgeschlagenen rührt von W..Ritz her (1903), 
der unter Beibehaltung der Auffassung von v 
als Differenz zweier Terme nur jedem der bei- 
den Terme eine veränderte Gestalt gab. Noch 
größere Verdienste um die Spektroskopie erwarb 
sich dieser leider jung verstorbene schweize- 
rische Gelehrte durch die Aufstellung seines so- 
genannten „Kombinationsprinzips“ (1908), durch 
welches er den Beweis erbrachte, daß die beiden 
Terme, als deren Differenz die Schwingungszahl 
erscheint, keine zufällige Eigenschaft der mathe- 
matischen Formulierung sind, sondern unab- 
hängig von dieser einen wirklichen physikalischen 
Sinn, eine objektive Existenz besitzen. 

Dieses Kombinationsprinzip besteht darin, 
daß man einen der beiden Terme, welche irgend 
eine Linie einer Serie ergeben, mit einem, der 
Terme, die zu einer anderen Linie (derselben 
Serie oder gewisser anderer Serien desselben Ele- 
mentes) gehören, kombinieren kann, derart, daß 
die Differenz wieder eine Spektrallinie ergibt. 
Auf diese Weise ist es Ritz gelungen, sowohl 
neue Serien aufzufinden, als auch einige Linien, 


38 
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welche außerhalb des Seriensystems zu stehen 
schienen, in dasselbe einzuordnen. Z. B. in An- 
wendung auf die Balmersche Formel (7) hat Ritz 
die Existenz einer Wasserstoffserie von der Form 





1 = 
> as, m 1, 5. 6 . (fa 
m 
vorhergesagt, welche im Ultraroten liegen muß. 
Dies konnte noch im selben Jahre (1908) durch 


Messungen von Paschen bestätigt werden, der für 


Wellenlängen in Luft (A) und Schwingungszah- 





len (v) der beiden ersten Linien die folgenden 
Werte angibt: 
m hin Ä.-E. Vv 
beob. ber beob. ber. 
| 18751,3 18751,6 5331,58 5331,49 
D 12817,6 12818,7 7799,70 7799,10 
Schon etwas früher wurden von Lyman im 
Ultravioletten die ersten Glieder der Serie 
l 1 - 
= y( ;) mS 64.4 . «(Tb 
1? m“ 


gemessen, aus der nach dem Kombinationsprinzip 
sowohl die Balmersche als die Ritz-Paschensche 
Serie hervorgehen. 

In der Folge hat besonders Paschen viel mit 
Kombinationsprinzip gearbeitet, ihm haben 
Begründung desselben 


dem 
wir die experimentelle 
durch Auffindung und genaue Messung 
Kombinationslinien in allen Serienspektren zu 
verdanken, sowie auch die endgültige Zusammen- 
fassung der verschiedenen Serien chemi- 
schen Elementes in ein Seriensystem. Vom 
Standpunkt dieser Systematik und nach Analogie 
mit anderen Elementen müßte man zu der Picke- 


von 


eines 


ringschen Serie (8), die man dem Wasserstoff 
zuschrieb, noch eine andere mit der Formel 
1 1 
v=y/( Pe 7 P BEE 22 ae . . Ba 
>” m“ 


erwarten, worauf bereits Rydberg hingewiesen hatte. 
Die Grundlinie dieser Serie wurde mit der Linie 
v 4687,88 (ber. v 4687,90) im Spektrum ge- 
visser Fixsterne identifiziert, aber erst im Jahre 
1912 Fowler, diese in der ter- 
restrischen Emission zu beobachten. Im Lichte 
der elektrischen Entladung in einer mit einem 
Gemisch von Wasserstoff und Helium gefüllten 
Geißlerröhre erhielt er drei Linien der Serie (8), 
vier der Serie (8a) und drei Linien der ultravio- 
letten Serie 


gelang es Serie 


( 2 2,5; 3,5; 4,5 (81 

vl — ‚ m=235;35; 45; ... ) 
15° m? u 

Die beobachteten Schwingungszahlen waren 


um ein Geringes größer als die nach den Formeln 
(8a, b) berechneten. Bemerkenswert ist, daß es 
unmöglich war, diese Linien in reinem Wasser- 
stoff zu erzeugen, und sich ein Zusatz von Helium 
als unbedingt nötig erwies. 


% 
§ 6. Das Rutherfordsche Atommodell. — Seit 


die Physik zu der Erkenntnis gelangt ist, daß 
elektrische Ladungen innerhalb des Atoms eine 


Epstein: Anwendungen der Quantenlehre in der Theorie der Serienspektren. 





Die Natur- 
wissenschaften 


wesentliche Rolle spielen, hat es nicht an Ver- 
suchen gefehlt, Atommodelle zu konstruieren. Das 
beliebteste Modell war lange Zeit die von Lord 
Kelvin (1902) stammende sogenannte „Aepinus- 
kugel“: Die positive Elektrizität ist kontinuier- 
lich mit konstanter Dichte über das ganze (kugel- 
férmige) Atom ausgebreitet; im Innern dieser 
Kugel befinden sich Elektronen in solcher An- 
zahl, daß ihre Gesamtladung gerade die positive 
Ladung der Kügel neutralisiert. Dies Modell bot 
den Vorteil, daß die Elektronen in demselben eine 
statische Gleichgewichtslage haben, so daß man 
nicht von vornherein ihren Bewegungszustand in 
Betracht zu ziehen brauchte. Es blieb allerdings 
unklar, welche Kräfte die positive Elektrizität der 
Kugel zusammenhalten. Besonders von J. J. 
Thomson wurde dieses Modell weitgehenden ato 
mistischen Betrachtungen zu Grunde gelegt. Von 
seinen Resultaten ist für uns hauptsächlich das 
folgende von Wichtigkeit: Die Anzahl x der Elek- 
ungefähr gleich de 
Von den verschiede 


tronen in einem Atom ist 
Hälfte des Atomgewichts M. 
nen physikalischen Erscheinungen, welche Thom 
Resultat geführt 
Röntgenstrahlen 


übereinstimmend zu diesem 
haben, ist die Zerstreuung von 


an verschiedenen Stoffen hervorzuheben: die sich 


son 


hieran knüpfenden Überlegungen haben nämlieh 
einzig die Annahme, daß im Atom Elektronen 
vorhanden sind, zur Voraussetzung und sind von 
der Art der Bindung derselben unabhängig. Da- 
her bleibt das Thomsonsche Ergebnis 
klektronenzahl für beliebige 
modelle gültig. 

Andererseits wurde verschiedentlich mit der 
Vorstellung gearbeitet, das Atom sei aus diskreten 


über di 


auch andere Atom- 


positiven Bestandteilen und Elektronen aufge 
baut, welche sich gegenseitig mit Coulombschen 
Kräften beeinflussen und nach Art eines Pla 


netensystems umeinander bewegent); denn ein 
statisches Gleichgewicht ist bei Kräften, die mit 
dem umgekehrten Quadrat der Entfernung wirken, 
unmöglich. Erst vor wenigen Jahren (1911) hat 
ein scheinbar unbedeutendes experimentelles Er- 
gebnis es Rutherford ermöglicht, die Frage zu 
Gunsten dieser letzteren Klasse von Atommodellen 
zu entscheiden. Auf seine Veranlassung hatten 
nämlich Geiger und Marsden (1909) die Ablen- 


kung von a-Strahlen?) von ihrer geradlinigen 
Bahn beim Durchgang durch dünne Blättchen 


verschiedener Stoffe untersucht und festgestellt. 
daß in einem Bruchteil der Fälle auch sehr große 


(größer als 90°) Ablenkungswinkel als Resultat 
des Zusammenstoßes der a-Partikel mit einem 
einzieen Atom vorkommen. Damit eine so er- 


1) Schon vor der Entdeckung des Elektrons faßte 


F. Richarz (1894) das Molekül als System von zwei 
einander umkreisenden Planeten (positives und nega- 
tives Ion) auf. 


2) Die „-Strahlen werden von radioaktiven Sub- 
stanzen ausgesandt und bestehen aus mit großer Ge- 
schwindigkeit abgeschleuderten Heliumatomen, welche 
eine positive Ladung (von zwei* Elementareinheiten) 


tragen. 
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hebliche Abweichung zustande kommt, muß das 
a-Teilchen beim Durchgang durch das Atom eine 
entsprechend starke (elektrische) Abstoßung er- 
fahren, und die Diskussion der Verhältnisse im 
Kelvinschen Modell zeigt, daß die hier vorhan- 
denen elektrischen Felder für die Erklärung dieses 
Kffektes viel zu gering sind. Genügend starke 
Feldstärken sind nur dann möglich, wenn die ge- 
samte positive Ladung des Atoms, die ja nach den 
erwähnten Arbeiten von Thomson schon ungefähr 
bekannt war, auf einen sehr kleinen Raum, den 
sogenannten positiven „Kern“ konzentriert ist. 
Unter dieser Annahme konnte Rutherford be- 
reehnen, daß die Anzahl der um einen Winkel 4g 
von der Geraden abgelenkten a-Teilchen den fol- 
«enden Größen proportional ist: 1. sin—*(@/2) (oder 
9% für kleine 9); 2. der Zahl der Atome pro 
Volumeinheit der. zerstreuenden Substanz; 3. der 
Schichtdicke d der letzteren (solange d klein ist): 
1. dem Quadrat der Kernladung E; 5. dem um 
vekehrten Quadrat der kinetischen Energie der 
+-Partikel.e. Mit Hilfe des 4. Resultats war es 
möglich, aus dem vorliegenden experimentellen: 
Material die Kernladungen E —=x*e zu berechnen 
ınd es ergab sich in Übereinstimmung mit Thom- 
son, daß x ungefähr der Hälfte des Atomgewich 
tes M gleich ist: 
M 
x= ; > 10 


) 


Durch erneute Versuche von Geiger und 
Warsden (1913) wurden die Rutherfordschen 
Folgerungen in allen Einzelheiten geprüft 
und als mit der Erfahrung übereinstimmend 
befunden. Die plötzlichen Ablenkungen nach dem 
Zusammenstoß werden besonders augenfillig in 
Gasen. Es gelingt hier nämlich nach einer von 
(. T. R. Wilson angegebenen Methode, den .Weg 
ler a-Teilchen sichtbar zu machen und zu photo- 
vraphieren (Fig. 2). Man bemerkt gegen das 
Ende der sichtbaren Bahn (Reichweite) einzelner 
l’eilchen, wo ihre Geschwindigkeit bereits ge- 
schwächt ist, einen mehr oder minder scharfen 
Knick, welcher eben das Resultat eines besonders 
zentralen Zusammentreffens mit einem Gas- 
atom ist. 

Auf diese Weise gelangt man zur ,,Kerntheorie 
der Atome“, die man auch als Sonnentheorie be- 
zeichnen könnte: Das Atom besteht aus einem 
Kern, in dem die gesamte positive Ladung (E 
-%*e) und nahezu die ganze Masse des Atoms 
konzentriert ist, und einer Wolke von x Elek- 
tronen, welche sich in engeren und weiteren Bah- 
nen nach Art von Planeten um den Kern bewegen. 
Für das Verhalten eines solehen Sonnensystems 
gegenüber einem andern, d. h. für die chemischen 
Eigenschaften des Atoms ist in erster Linie die 
Verteilung der peripheren Elektronen maßgebend, 
ebenso wird das optische Spektrum im wesent- 
lichen durch die Peripherie bestimmt. Aber auch 
von den inneren Elektronen, die sich eng um den 
Kern bewegen, erhalten wir Kenntnis durch die 
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Röntgenspektren der Elemente, worauf wir noch 
in $ 14 zu sprechen kommen. 

Die Differenz der Atomgewichte benachbarter 
Elemente im periodischen System beträgt im 
Durchschnitt zwei Einheiten, dem entspricht nach 
der ungefiihren Beziehung (10) eine Zunahme der 
Kernladung * um eine Elementareinheit beim 
Übergang von einem Element zum nächsten. Es 
liegt die Auffassung nahe (van den Broek 1913), 
daß die Stellung im periodischen System nicht 
dureh das Atomgewicht, sondern durch die Kern- 
ladung, oder wie man sich vielfach ausdrückt, die 
Ordnungszahl x des Elementes bestimmt wird. 
Man braucht dazu nur anzunehmen, daß durch 
die Kernladung bereits die ganze Verteilung der 
Klektronen um den Kern und der Charakter ihrer 
Jahnen bestimmt ist, was, wie wir gesehen haben, 





uRge Vou ap Jartchie, u vi $ 


j a lastdı 
A hemischen und RER Silarktakla » 
des Atoms festlegt. Das Atomgewicht läuft nur 
ungefähr der Ordnungszahl parallel, und daraus 
erklärt es sich, daß an verschiedenen Stellen des 
periodischen Systems (Ar—K, Co—Ni, Te—J) 
die Reihenfolge der Atomgewichte dem chemi- 
schen Verhalten nicht entspricht. Der einwand- 
freie Beweis, daß die Kernladung der Atome von 
Stelle zu Stelle im periodischen System um eine 
Einheit zunimmt, wurde indessen erst später mit 
Hilfe der Röntgenspektren (vgl. $ 14) erbracht. 
Nach unseren heutigen Kenntnissen besteht 
Wasserstoff aus einem einwertigen Kern (* = 1) 
und einem Elektron, Helium aus einem zwei- 
wertigen Kern (x—2) und zwei Elektronen 
usw. bis zum Uran, welchem die Ordnungs- 
zahl #—= 92 entspricht. Im ganzen sind uns 


4 N 
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noch sechs Elemente (Ordnungszahlen: 43, 61, 72, 
75, 85, 87) unbekannt. 

Aus den Messungen über die Ablenkbarkeit 
der a-Strahlen konnte Rutherford auch eine obere 
Grenze fiir die Dimensionen des Kernradius an- 
geben, der sich (fiir Gold) zu 3 . 10-1? em ergab*). 
Das ist im Verhältnis zur Größenordnung des 
Atoms (10-® cm) eine so kleine Größe, daß man 
den Kern für die Berechnung der von ihm aus- 
gehenden Kraftfelder als punktförmig ansehen 
kann. Trotzdem zwingen uns die radioaktiven 
Erscheinungen, dem Kern der schweren Elemente 
eine mehr oder weniger komplexe Struktur zu- 
zuschreiben: Bekanntlich entsteht ein neues Ele- 
ment aus einer radioaktiven Muttersubstanz, ent- 
weder durch Aussendung eines «-Strahls (He- 
liumkern) oder eines ß-Strahls (Elektron). Der 
Chemismus der entstehenden Produkte wird von 
der Fajans-Soddyschen Regel (1913) beherrscht, 
nach welcher bei allen a-Umwandlungen eine Ver- 
schiebung zu der zweitniedrigeren Gruppe des 
periodischen Systems, bei allen B-Umwandlungen 
zur nächsthöheren Gruppe stattfindet. Vom eben 
dargelegten Standpunkt kann man das auch so 
aussprechen: Bei einer «-Umwandlung nimmt die 
Kernladung um zwei Einheiten ab, bei einer $- 
Umwandlung um eine Einheit zu. Diese Ver- 
hältnisse erklären sich zwanglos durch die An- 
nahme, daß sowohl die «-Strahlen (die zwei posi- 
tive Elementarladungen tragen) wie die B-Strahlen 
(mit einer negativen) aus dem Kern stammen. 
Der Kern ist demnach wenigstens in radioaktiven 
Atomen ein komplexes Gebilde, zu dessen Bau- 
Elektronen und Heliumkerne gehören 


II. Abschnitt. 


mit einem Freiheitsgrad. 


steinen 


Systeme 


7. Anwendung der Wirkungsquanten au/ 
das hs Atommodell. — Die Anwen- 
dung der Quantenlehre auf die Atomistik ver- 
danken wir dem jungen dänischen Physiker Niels 
Bohr (1913). Seine Theorie verwertet in einer 
äußerst geschickten Art die in den $$ 2—6 be- 
sprochenen Elemente und trifft in so weitgehen- 
der Weise das Richtige, daß man sie als Mark- 
stein und Wendepunkt der ganzen Atomlehre be- 
zeichnen kann. Der Planckschen Quantentheorie 
wurde durch sie ein neues, weites Anwendungs- 
gebiet eröffnet, auf welchem wir trotz der Kürze 
der seither verflossenen Zeit schon über eine Reihe 
gesicherter theoretischer Kenntnisse verfügen. 


Nach $ 6 besteht das Wasserstoffatom aus 
einem einwertigen Kern und einem Elektron. 


Wir wollen ein etwas allgemeineres Gebilde ins 
Auge fassen, nämlich einen Kern von der Ladung 
+xe, um welchen ein einziges Elektron kreist 
(Fig. 3a). Man nennt ein solches System ,,was- 
serstoffähnlich“; wenn % von 1 verschieden ist, 
entspricht es nicht dem Normalzustand irgend 

1) Aus weniger sicheren Voraussetzungen berechnet 


C. G. Darwin für Wasserstoff und Helium als obere 
Grenze des Radius 1,7.10—!? cm. 
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woe Natur- 
ssenschaften 
eines Atoms, denn um elektrisch neutral zu sein, 
fehlen ihm x — 1 Elektronen. Es ist also ein Atom 
von dem *—1 Elektronen abgetrennt sind, oder 
wie man sagt, ein (x— 1)-fach ionisiertes Atom. 
Wir wollen versuchen, in ähnlicher Weise, wie 
wir dies in $$ 2, 3 für den linearen Resonator 
getan haben, aus, allen mechanisch möglichen Be 
wegungen des Elektrons nur gewisse quanten- 
theoretisch zulässige herauszufinden. Dabei er 
gibt sich jedoch gegenüber dem dort betrachteten 
Fall ein wesentlicher Unterschied: In beiden Fil 
len geben die von einer elektrischen Ladung aus 
geführten Schwingungen zu einer Ausstrahlung 
von Energie Veranlassung. Während aber bei 
quasi-elastischer Bindung die Bewegung des Elek 
trons mit konstanter, vom Energieinhalt unab- 
hängiger Schwingungszahl erfolgt, ist dies bei 
Newtonschen Kräften nicht der Fall, der Energie- 
verlust ändert vielmehr mit den Dimensionen der 
Bahn auch alle übrigen Konstanten der Bewe 
gung. Um diese Schwierigkeit hinwegzuräumen 
setzt sich Bohr in bewußten Gegensatz zur Elek 
trodynamik: er nimmt einfach an, daß in 
quantenmäßig ausgezeichneten („statischen“ 
Bahnen, auf die es uns schließlich ankommt 
stattfindet, daß aber trotzde: 


a 
/ 


de n 


Strahlung nicht 


(# 
(# 
mea? 
n=2 


Fig. 4. 





#3 


die wechselseitige Anziehung von Kern und Elek 
tron nach den Gesetzen der Elektrostatik vor sich 
geht. Die große Kühnheit dieser Annahme wird 
durch den glänzenden Erfolg gerechtfertigt. 
Von diesem Standpunkt ist die Bewegung 
eines einzelnen Elektrons um einen Kern perio- 
disch, und es ist nicht schwer, die Plancksche Be- 
dingung (56) auf diesen Fall anzuwenden, wenn 
man ihn dadurch zu einem System mit einem 
Freiheitsgrad macht, daß man nur kreisförmige 
Bahnen in Betracht zieht!). Die Lage M des Pla- 
neten auf dem Kreise ist dann nämlich durch ein« 
einzige Koordinate bestimmt, als welche wir z. B 
den Winkel $ wählen können, den der Fahr- 
strahl zum Elektron mit einer festen Richtung 
op einschließt (Fig. 4). Dabei überwiegt die 


Nicholson 


1). Bohr hatte bereits einen Vorläufer in 
(1912). 
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Masse des Kerns diejenige des Elektrons (u) in 
solchem Maße, daß man mit guter Annäherung 
den Kern als unendlich schwer ansehen und 
ihn durch ein festes Anziehungszentrum ersetzen 
kann. Mit dieser Annäherung wollen wir uns in 
diesem und dem nächsten $$ begnügen, und auf 
die Mitbewegung des Kerns erst in $ 10 eingehen. 
Es sei a der Radius der Kreisbahn, welche 
das Elektron um das feste Zentrum beschreibt und 
v die Geschwindigkeit in derselben, es sei ferner 
wie früher —e die (negative) Ladung des Elek- 
trons, die positive des Kerns xe. Bei Kreisbe- 
wegung muß die Zentrifugalkraft der Newton- 
schen Anziehung gerade die Wage halten, was zu 
folgender Beziehung zwischen Radius und Ge- 
schwindigkeit führt 
2 2 2 
ur _ * > oder se ; . (il 
a a a 

Mit Hilfe dieser Gleichung erhält man für die 
Gesamtenergie A des Elektrons, die sich aus kine- 

tischer und potentieller Energie zusammensetzt 

2 2 

A= un v— — =— — . (12 


während sich für die Winkelgeschwindigkeit 

. v x 

=7 eV. u . (13 
ergibt. 


Nach der gewöhnlichen Mechanik sind alle 
Werte des Radius a und daher nach (12) auch 
(alle negativen) der Energie möglich. Wir wollen 
nun die Plancksche Quantenbedingung 


VE dg=nh 


anwenden, um unter diesen Bahnen eine Auswahl 
zu treffen. Die Lagenkoordinate (g) ist hier der 
Winkel 9, und der ihm zugeordnete Impuls py 
ist nach den Regeln der Dynamik das sogenannte 
Winkelmoment der Bewegungsgröße p,=nav, 
also eine konstante Größe. Die Integration ist 
über den ganzen Variabilitätsbereich der Verän- 
derlichen @ zu erstrecken, also von 0 bis 2 a. 
Hiernach erhilt man 


Qa 


nh= Pprday=2ıampyp=2nynuar.... (11 


0 
Aus dieser Gleichung und der Beziehung (11) 
gewinnt man durch Eliminieren von » 
h? 


= Tin” . (14 
ınd das liefert in (12) und (13) eingesetzt 
Qn? x2 net 1 - S8xrix?net 1 

An — “u "9: Ppnr-= 3 , (15 
h n? h n3 


Wir haben also aus allen mechanisch mög- 
lichen a und A eine Reihe diskreter quantenmäßig 
zulässiger Werte ausgewählt. D. h. das Elektron 
kann nicht in jeder beliebigen Entfernung vom 
Kern kreisen, sondern nur in einer der durch den 
Ausdruck (14) definierten statischen Bahnen. 
Wir sehen, daß mit wachsender Quantenzahl n 
die Abstände benachbarter statischer ‘Bahnen im- 


[ 
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mer größer werden (die ersten Bahnen sind in 
Fig. 4 eingezeichnet). Umgekehrt ist es mit den 
statischen Energiestufen (15); diese liegen mit 
wachsendem n immer dichter und häufen sich 
gegen den Wert A=0 (d.h. «= %). 


§ 8. Die Bohrsche Frequenzbedingung. — Die 
Bewegung des Elektrons in einer statischen Bahn, 
welche nach Obigem ohne Energieabgabe vor sich 
geht, bildet nach dem Gedanken von Bohr einen 
Normal- oder Gleichgewichtszustand des Atoms. 
Wird es durch irgend eine Stérung aus einer 
solchen Bahn geworfen, so trachtet es, sofort auf 
einer andern ins Gleichgewicht zu kommen. Diese 
Endbahn muß natürlich eine kleinere Energie 
haben als der Anfangszustand, da ein System 
ohne äußere Einflüsse nur Energie (durch Strah- 
lung) abgeben, nicht aber gewinnen kann. Bohr 
macht die Annahme, daß ein Atom nur während 
eines solchen Überganges des Elektrons von einer 
statischen Bahn auf eine andere zu strahlen ver- 
mag, und es entsteht die Frage, wodurch dabei die 
Wellenlänge der ausgesandten Strahlung bestimmt 
wird. Stellt man sich auf den in $ 4 skizzierten 
Wien-Starkschen Standpunkt, so ist für die emit- 
tierte Schwingungszahl die verfügbare Energie 
maßgebend. Wenn man also die Energien der 
Anfangs- und Endbahn mit A„ und A, bezeich- 
net, erhält man in Analogie mit der Gleichung (6) 

chris An : ssa sie +8 

Das ist in der Tat die zweite Hypothese, 
welche Bohr neben der Planckschen Quanten- 
bedingung in seiner Theorie benutzt*). Wir wol- 
len sie im Folgenden als ,,Bohrsche Frequenz- 
bedingung“ bezeichnen. . 

Man sieht, daß diese Hypothese auch dem Ritz- 
schen Kombinationsprinzip § 5 gerecht wird und 
eine zwanglose physikalische Deutung desselben 
enthält. In der Tat stellt sich eine Schwingungs- 
zahl nach Formel (16) als Differenz zweier Terme 
dar, welche physikalisch die Energien zweier sta- 
tischer Bahnen bedeuten. Da der Übergang eines 
Elektrons zwischen zwei beliebigen statischen 
Bahnen (in Richtung abnehmender Energie) mög- 
lich sein soll, so kann man auch jeden Term mit 
jedem anderen kombinieren. 


§ 9. Erklärung der einfachsten Seriengesetze. 
— Wenden wir uns wieder dem Falle des wasser- 
stoffähnlichen Atoms zu, so brauchen wir nur 
den bereits gefundenen Ausdruck (15) für die 
Energie in (16) einzusetzen, um die Darstellung 
einer Anzahl der in $ 5 erwähnten Serien zu 
erhalten: 

_ 2x? x? pet (1 2 ee 2(2 1 a 
er 7 (5-5) abi 4-4) Gs 
Wenn man n— 2 setzt, stimmt dies der Form 

nach mit der Balmerschen Formel (7) iiberein. 





1) Es liegt uns fern, zu behaupten, daB Bohr die 
Arbeiten von Wien und Stark wirklich gekannt und 
benutzt hat. Wir hielten es jedoch für zweckmäßig, 
in unserer Darstellung an bereits vorhandene Anschau- 
ungen anzuknüpfen. 
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Aber auch numerisch erweist sich der Faktor N 
mit der Rydbergschen Konstanten übereinstim- 
mend, wenn man für die Konstanten u, e, h die 
genauesten zurzeit aus anderen Erscheinungen be- 
kannten Werte einsetzt. Am besten verfährt man 
dabei in der Weise, daß man N so schreibt: 
N= 


Qn2*net 2° u (; 3 


’ 8 
a. as 7 © A, 


Die Verhältnisse 5.2908 - 1017, Fortrat 


} 
1912) und Ar 1.370.10-'17, Warburg und 


Müller 1915) lassen sich nämlich viel genauer 
bestimmen, als die Konstanten selbst. Das er 
gibt für N den numerischen Betrag 
N= 110100, 

der auf etwa 1,5% genau sein müßte; wir sehen, 
daß er wirklich mit dem experimentellen ($ 5) 
109 677,69 innerhalb der angegebenen Genauig- 
keitsgrenze übereinstimmt. Gegenwärtig - ver 
führt man umgekehrt und benutzt die optischen 
Daten zur schärfsten Bestimmung der Universal- 
konstanten (vgl. $ 13). 

Der Kern des Wasserstoffatoms ist einwertig, 
daher hat man für dieses Gas ig (17) x=1 zu 
setzen, und diese Formel ergibt für n R, 
n=2, n 3 die drei Serien (7b), (7), (7a) des 
Wasserstoffs. D. h. die Linien der ultraroten 
Ritz-Paschenschen Serie werden beim Ubersprin- 


gen des Elektrons aus irgendeiner äußeren Bahn 
(m=2,3,4...)in die erste, dem Kern nächst: 
(n=1) emittiert. Die Linien der Balmerserie 
entstehen während des Übergangs in die zweite 
statische Bahn, die der ultravioletten Lymanschen 
Serie während des Überganges in die dritte. 

Ein soleher Mechanismus der Entstehung der 
Linien macht es verständlich, warum in Geiß- 
lerröhren nur die 12 ersten Linien der Bal- 
merserie zu beobachten sind: Für das Auftreten 
der zur Ordnungszahl m gehörenden Linie ist es 
Vorbedingung, daß in einem Bruchteil der Atome 
das Elektron in der m-ten Bahn kreist. Es 
können sich aber offenbar um so leichter Bahnen 
von großem Radius ausbilden, je weniger dicht 
das Gas ist, je seltener also die. Sphäre eines 
Atoms von benachbarten Atomen und Molekülen 
gestört wird. Es ist daher anzunehmen, daß der 
Gasdruck in den Teilen der Fixsternatmosphäre, 
welche 29 Linien aussenden, wesentlich kleiner ist 
ıls der in Geißlerröhren gebräuchliche Druck. 


$ 10. Mitbewegung des Kerns. Wir haben 
bereits in $ 7 erwähnt, daß andere Atome als die 
des Wasserstoffs nur in ionisiertem Zustande die 
Voraussetzungen der Formeln (15) und (17) er 
füllen. Z. B. würde sie für einfach ionisiertes 
Helium, d. h. für ein Atom, das aus dem zwei- 
wertigen Heliumkern (x—2) und nur einem 
Elektron besteht, während das zweite abgetrennt 
ist, gelten. Man erhält in diesem Falle aus (17) 


1 l 
v= 4¢ v( a ») 
n? m? 


was man auch so schreiben kann: 


Wir sehen, daß diese Formel die Serien 
(8a, b) des $ 5 in sich enthält, welche . dem 
Wasserstoff zugeschrieben wurden. In der Tat, 
fir n=3 folgt der die Rydbergsche (8a) und 
Fowlersche (8b) Serie umfassende Ausdruck: 


ö 1 1 
v=N — au yy u Se PS 
1,5? m\? 
(3) 
für n t eine Formel: 


oe Ms 20 


welche außer den Linien der Piekeringserie (> 
für ganzzahlige m eine Reihe anderer ergibt 
welche mit den Wasserstofflinien der Balmer 
serie (7) zusammenfallen und deshalb von Picke 
ring nicht erwahnt wurden. 

Daß die beobachteten Serien (8, 8a, b) ihre 
Entstehung nicht Wasserstoff, wie man früheı 
elaubte, sondern Helium verdanken, wie es di 
eben dargelegte Theorie fordert, hat sich vollauf 
bestätigt. Wir haben schon erwähnt, daß Fowl: 
einen Zusatz von Helium zum Wasserstoff fii) 
die Erzeugung desselben unbedingt nötig fand; 
im Sommer 1914 konnten dann Paschen und 
Bartels diese Linien in reinem Helium beob 
achten. Aber schon Bohr selbst hat auf einen 
Umstand hingewiesen,. der einen noch schlagen 
deren Beweis für die Richtigkeit seiner Auffas 
sung beibringt: Wir wissen bereits, daß die Linien 
der Fowlerschen Serie der Formel (8b) nicht ganz 
streng genügen, diese Abweichung erklärt sich 
vollständig, wenn man die Rechnung etwas stren 
ger durchführt und die Mitbewegung des Kerns 
herücksichtigt. 

In Wirklichkeit ist der Kern kein festes Zen 
trum, sondern hat eine endliche Masse M, weshalb 
Elektron und Kern, Kreise um ihren gemeinsamen 
Schwerpunkt beschreiben. Die Radien der beide: 
Bahnen verhalten sich bekanntlich umgekehrt 
proportional den Massen » und M. In die Quan 
tenbedingung (11’) ist nunmehr an Stelle von 
Pp,» die Summe der Winkelmomente der Bew: 
zungsgrößen von Kern und Elektron einzufiihre: 
und man erhält nach einer analogen Zwischei 
rechnung für die Energie die gleiche Formel (17 
in der jedoch die Größe N nicht mehr durch den 
Ausdruck (18) gegeben ist, sondern anch von M 
abhängt: 


N 


Bezeichnen wir den früheren Ausdruck, den 
wir erhielten, indem wir die Masse M als uniend 
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lich groß gegen u ansahen, mit Nz , so schreibt 
sich: 

N= Ne ; (21! 

u 

l+y 

Demnach ist die Rydbergsche Zahl streng ge- 
nommen keine universelle Konstante, sondern 
wechselt, wenn auch sehr schwach, von Element 
zu Element. Die größten Abweichungen von N, 
finden gerade für Wasserstoff und Helium statt, 
da für diese beiden Elemente das Verhältnis u/M 
den größten numerischen Wert annimmt, 

Die neuesten Messungen von Paschen (1916) 
ergaben die Rydbergsche Zahl 

Nu = 109 677,69, Nye == 109 722,14 . . (22 

Setzt man e, h, Myund My, als bekannt vor- 
ius, so kann man mit Hilfe dieser Zahlen e/ue, 
u/M g und A» berechnen. Man erhält 
e[uece=1,716-10°, Mp/u=184, Na = 109 737,16. 

Der beste, direkt experimentell (aus Messun- 
zen am Zeemaneffekt) gefundene Wert für e/uc 
ist, wie bereits erwähnt, 1,76.107, die Überein- 
stimmung also eine vollständige. 

Dieser neue Triumph der Bohrschen Theorie 
war auf das Urteil der Fachgenossen von ent- 
seheidendem Einfluß. Früher verhielt sich die 
Mehrzahl derselben reserviert; man gab allge- 
nein zu, daß es Bohr gelungen war, die Ryd- 
beresche Konstante aus den Universalgrößen e, 
u, h aufzubauen, glaubte aber, daß sein Atommodell 
dabei eine mehr zufällige Rolle gespielt habe, und 
hielt dessen Leistungsfähigkeit mit diesen Ergeb- 
nissen für erschöpft. Daß man durch Steigerung 
der Genauigkeit der Rechnungen neue wichtige 
Resultate erzielen kann, zeigte, daß es sich nicht 
nur um eine oberflächliche Analogie handelt, 
und regte verschiedene Physiker an, es in der 
Atomtheorie mit noch tiefer gehenden Anwen- 
dungen der Himmelsmechanik zu versuchen. 

Kurz.erwähnen wollen wir noch, wie nach der 
Meinung von Bohr das Wasserstoffmolekül gebaut 
sein muß. Dasselbe (Hs) besteht aus zwei Atomen, 
enthält also zwei positive Kerne und zwei Elek- 
tronen. Die Anordnung dieser Bestandteile ist 
in Fig. 3b wiedergegeben : Die beiden Elektronen 
bewegen sich in einem (in der Figur ausgezoge- 
nen) Kreis um die Verbindungslinie der beiden 
Kerne als Achse. Die quantentheoretisch zu- 
lässigen Dimensionen des Moleküls lassen sich in 


‘ 


derselben Weise berechnen, wie die des Atoms ($ 


und man erhält für den Radius des innersten 
Kreises, den die Elektronen beschreiben können. 
und weleher dem Normalzustand des nicht leuch- 
tenden Gases entspricht: 

a’ =0,504 10° cm, . . . . (23) 
während Formel (14) für das Atom einen nur 
wenig verschiedenen numerischen Wert liefert: 

= Wr ..... WB 

Der halbe Abstand zwischen den beiden Ker- 
nen verhält sich zum Radius a’ wie 1:)3. 
Der Wert (231) steht in guter TÜ!bereinstim- 
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mung mit den Ergebnissen der kinetischen Gas- 
theorie. Eine weitere Bestätigung des Bohrschen 
Molekelmodells verdanken wir Debye (1915), der 
die Dispersion eines aus solchen Gebilden , be- 
stehenden Gases untersuchte und beim Vergleich 
mit den an Wasserstoff gemessenen Dispersions- 
werten eine volle Übereinstimmung fand. 


III. Abschnitt. 
Systeme mit mehreren Freiheilsyraden, 


$ 11. Erweiterung der Quantenbedingungen 
auf mehrere Freiheitsgrade. — Die Frage, wie die 
Plancksche Bedingung (5) auf Systeme mit meh- 
reren Freiheitsgraden zu erweitern ist, wurde von 
Poincaré auf dem Brüsseler Quantenkongreß im 
Jahre 1911 aufgeworfen, aber erst vier Jahr: 
später gleichzeitig von M. Planck und Ä. Sommer- 
feld bis zu einem gewissen Grade beantwortet 
Während Planck dabei von allgemeinen statisti- 
schen Betrachtungen ausging, hatte Sommerfeld 
von vornherein die Anwendung auf das Bohrsche 
Atommodell im Auge. Da wir in den nächsten 
Paragraphen einige Spezialfragen besprechen wol- 
len, für deren Behandlung sich die Sommerfeld 
schen Ansätze glänzend bewährt haben, schließen 
wir uns zunächst dieser Betrachtungsweise an. 
\uf Plancks nur formal von derselben verschie 
dene Theorie werden wir später ($ 16, 17) zurück 
kommen. 

Sommerfeld ging von der Tatsache aus, dab 
die Linien der Balmerserie nicht einfach sind. 
sondern bei Untersuchung mit Spektralapparaten 
von sehr starker Auflösung sich als mindestens 
doppelt erweisen. Da sich nach der Bohrschen 
Theorie ($ 8) eine Spektrallinie aus der Kom- 
bination zweier statischer Bahnen ergibt, schloß 
Sommerfeld, daß mehr statische Bahnen vorhan 
den sein müssen, als die Bohrsche Formel (17 
angibt; und das veranlaßte ihn, auch die Méglic] 
keit elliptischer Bahnen in Betracht zu ziehen. 

Unter der Wirkung eines Newtonschen An 
ziehungszentrums beschreibt ein Körper im all- 
gemeinen eine Ellipse (Keplerellipse), in deren 
Brennpunkt sich das Zentrum befindet. Es han 
delt sich also darum, unter allen möglichen ellip 
tischen Bahnen, welche ein Elektron nach der 
Mechanik beschreiben kann, die quantenmäßig zu 
lässigen oder statischen herauszufinden. Ein: 
Ellipse wird nun nach Größe und Gestalt durch 
zwei Konstanten (etwa große und kleine Halb 
achse) bestimmt, und daher braucht man, um sie 
festzulegen, auch zwei Quantenbedingungen. Fs 
sei die Lage des Elektrons in der Bahnebene durch 
die Polarkoordinaten r, g mit dem Kern (den wir 
wieder als festes Zentrum ansehen) als Ursprung 
bestimmt. Sommerfeld übernimmt nun die 
Quantenbedingung 


Sovae=nn, 5 ah ie eS 


die sich bei Bohr bewährt hatte, und ergänzt sie 
durch die analoge Beziehung 
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Jprarzuwn, De . . (24! 


unter p, den dem Radiusvektor r zugeordneten 
Impuls verstanden (,,;Was dem @ recht ist, ist 
dem r billig!“). Beide Integrale sind über sämt- 
liche Punkte der Bahn, also über eine Periode 
der Bewegung zu erstrecken. 

Allgemeiner, wenn ein System durch f Lagen- 
koordinaten qi, qe , dg und f ihnen zugeord- 
nete Impulse pi, pe . . ., pe bestimmt wird, muß 
man nach Sommerfeld f Bedingungen von der 
Form 


adasackh, Tai... fi 
ansetzen. Da p; und dq; stets das gleiche Vor- 
zeichen haben, so folgt aus dieser Definition, daß 
die n; stets positive ganze Zahlen sind. 

Das Resultat, welches die Bedingungen (24), 
(244) für die Halbachsen der statischen Kepler- 
ellipsen ergeben, besteht in Folgendem: 


h? (n+n'y?, t n 6 
Ir sn tn), bza - .Q 
4x? me? n+n' 


Bei gegebener Summe der Quantenzahlen 
n+tn ist also a konstant, b veränderlich, und 
zwar ist das Verhältnis b/a ein echter Bruch mit 


EN. AR 
868 


nen? a en's 3 aen’.4 


Fig. 5a, b, e 


S 


Fig. 6a, b, e. 


AL 
&D) 
< E->) 
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dem Nenner n +n’. Für die Werte der Quan- 
tensumme ntn’=2, 3, 4 sind die möglichen 
Ellipsen in der Fig. 5 dargestellt. Dabei ist die- 
jenige Bahn, welche in eine doppelt durchlaufene 
gerade Linie ausartet (b—o, m=o), punktiert 
angedeutet, denn in einer solchen Bahn müßte 
das Elektron mit dem Kern zusammenstoßen, und 
man kann sie daher als unmöglich ansehen. Des- 
halb ist die Zahl der wirklich zustandekommen- 
den Bahnen in jedem Falle gleich n+n‘. Es 
ist zu bemerken, daß die Ellipsen zum Kern in 
Wirklichkeit konfokal angeordnet sind (Fig. 6) 
und nicht konzentrisch, wie sie der Übersichtlich- 
keit wegen in der Fig. 5 eingezeichnet sind. 

Der Zweck von Sommerfeld war also insofern 
erreicht, als er eine wesentlich größere Zahl von 
statischen Bahnen erhielt. Trotzdem war das 
Resultat zunächst eine Enttäuschung, denn die 
Vermehrung der Bahnen war von keiner Vermeh- 
rung der Energiestufen begleitet. Die Energie 
der Keplerellipse ist nämlich eine Funktion der 
eroßen Achse allein, also für sämtliche Bahnen 


Die Natur- 
wissenschaften 
einer jeden unserer Figuren (5a, b, c) die gleiche. 
Sie drückt sich durch die Formel aus: 

Pes 2x? x? pet 
— Th (n+ n'y’ 
welche bei ganzzahligen n und n’ genau dieselben 
diskreten Werte ergibt, wie der Bohrsche Aus- 
druck A = — 2 2? x? u e*/h? n?. 

Sommerfeld erhielt also dieselbe einfache 
Linienserie, die in Formel (17) enthalten ist, 
aber jede Linie entsteht bei ihm auf mehrfache 
Weise, aus mehreren verschiedenen Paaren sta- 
tischer Bahnen. Sie enthält, sozusagen, mehrere 
zusammenfallende Freiheitsgrade. Erst durch Be- 
rücksichtigung der Veränderlichkeit der Masse 
des Elektrons als Funktion der Geschwindigkeit, 
wie sie die Relativitätstheorie fordert, ist es 
Sommerfeld gelungen, diese latenten Freiheits- 
grade auseinander zu ziehen ($ 13) und eine glän- 
zende Übereinstimmung mit der Erfahrung zu er- 
zielen. 

§ 12. Bedingt periodische Bewegungen. — In 
der Fassung der Quantenansätze, wie sie im letz 
ten Paragraphen nach Sommerfeld gegeben wurde, 
blieben indessen noch einige Fragen offen. Schon 
bei periodischen Bewegungen, bei denen die In- 
tegration offenbar über eine Periode auszudehnen 
ist, war es nicht klar, welches von den vielen ver- 
schiedenen Koordinatensystemen, durch die man 
die Bewegung beschreiben kann, zu wählen ist. 
Bei nicht periodischen waren selbst die Grenzen 
der Integration unbekannt. Es bedeutete daher 
einen Fortschritt, als unabhängig Schwarzschild 
und der Verfasser (1916) den Begriff der „be- 
dingt periodischen Bewegungen“ aus der Him- 
melsmechanik in die Atomistik übernahmen und 
für diese erweiterte Klasse von mechanischen 
Systemen die Sommerfeldschen Quantenansätze 
nach Wahl der Koordinaten und Integrations- 
vrenzen präzisierten. 

Als „bedingt periodisch“ 
mechanische Systeme, zu deren Bestimmung man 
die Koordinaten so auswählen kann, daß dieselben 
zwischen zwei festen Grenzen monoton hin- und 
herschwanken, oder, wie man sagt, Librationen 
ausführen. Das einfachste Beispiel einer solchen 
Bewegung ist die Überlagerung von zueinander 


. (27 


bezeichnet man 


senkrechten Sinusschwingungen: 

2 =%,sin(t+d5.), y=ysin(o,t+ by), 
wo 2, Yo, ® und 8 Konstanten bedeuten. Man 
sieht sofort, daß x im Laufe der Zeit ¢ immer 


die Werte von — zo bis + x» (Librationsgrenzen) 
vorwärts und rückwärts durchläuft, ebenso y 
diejenigen zwischen — yo und Yo. Sind die 


Frequenzen @, und ®, inkommensurabel, so 
kommt die Bahnkurve (Fig. 7) jedem Punkte des 
zwischen den Librationsgrenzen eingeschlossenen 
Rechtecks beliebig nahe, oder, um einen mathe- 
matischen Ausdruck zu gebrauchen, sie erfüllt 
das Rechteck überall dicht. 

Ein anderes Beispiel bietet der für die Som- 
merfeldsche Theorie wichtige Fall der relativisti- 
schen Keplerellipse. Wir haben bereits erwähnt, 
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daB die Masse des Elektrons streng genommen 
nicht konstant ist, sondern von der Geschwindig- 
keit abhängt. Die Form dieser Abhängigkeit wird 
durch die Relativitätstheorie festgelegt. Berück- 
sichtigt man diesen Umstand, so ergibt sich für 
die Bewegung unter dem Einfluß eines Newton- 
schen Kraftzentrums eine Änderung: Die Bahn 
ist zwar wieder elliptisch, jedoch steht die Ellipse 
nicht fest, sondern ihre große Achse rotiert mit 
einer kleinen Winkelgeschwindigkeit in der Bahn- 
ebene um den Brennpunkt mit demselben 
Umlaufssinn, den das Elektron beim Be- 
schreiben der Ellipse hat. Die Kurve, 
welche das Elektron dabei beschreibt, ist in 
Fig. 8 dargestellt. Hier variiert wiederum die 
Koordinate r zwischen den festen Librationsgren- 
zen rı und rs, die „zyklische“ Variable @ von 0 
bis 2x. Das Ringgebiet r, ” < rs wird im all 
gemeinen von der Bahn überall dicht erfüllt 














gy 
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Fig. 8. 


Vom mathematischen Standpunkt besteht das 
Charakteristikum der bedingt periodischen Bewe- 
gungen darin, daß, wenn man die Koordinaten in 
der eben angegebenen Weise wählt!), der einer 


jeden Koordinate q; zugeordnete Impuls p; nur 


von der Variablen g; allein, nicht aber von den 
übrigen q abhängt: 

a. ee (2 

wobei p; an den Librationsgrenzen (9; = a, 9; 
b;) verschwindet. 

Der Quantenansatz für bedingt periodische 

Systeme in der vom Verfasser ausgesprochenen 

Form. besteht nun darin, daß man die Quanten- 


an 


1) “Diese Wahl der Koordinaten ist im allgemeinen 
eindeutig. 


Nw. 1918 
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integrale (25) über einen Abschnitt der Bahn 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Berührungen 
derselben Librationsgrenze erstreckt, oder, was das- 
selbe ist, zweimal von einer Librationsgrenze zur 
andern: 

bi 


2 fp. dq =i h. Ser 
a; 


Ist die Koordinate zyklisch, wie der Winkel @ 
im Falle der relativistischen Keplerellipse, so muß 
man von 0 bis 2 x integrieren: 


Qa 
PeAGg=—Nzh. . » peer 
0 
Es läßt sich allgemein beweisen, daß diese 
Bedingungen, sofern ihnen sämtliche Freiheits- 
grade unterworfen werden, die Energie als Funk- 
tion der Quantenzahlen n vollständig festlegen 


$ 13. Feinstruktur der Wasserstofflinien. — 
Als erste Anwendung der für bedingt perio- 
dische Systeme aufgestellten Regeln wollen wir 
das bereits im letzten $ erwähnte Beispiel der re- 
lativistischen Keplerellipse besprechent!). Die 
Quantenbedingungen lauten hier gemäß den in 
Fig. 8 versinnlichten Verhältnissen 


Te 2a 
2/ m dr=zuh, „dpmnh. . (30 
} Py 
v0 


rT; 

Durch Berücksichtigung der Relativität sind 
die Verhältnisse gegen diejenigen der in § 11 er- 
örterten gewöhnlichen Keplerellipse nur wenig 
verschoben. Die Quantenbedingungen wählen 
also wieder aus allen mechanisch möglichen Bah- 
nen eine Reihe „statischer“ aus, welche mit guter 
Annäherung durch die Ellipsen der Fig. 5 darge- 
stellt werden. Zum Unterschied von jenem Fall 
sind jedoch die Energiestufen, welche zu den sta- 
tischen Ellipsen derselben Figur gehören, nicht 
streng gleich, sondern um kleine Beträge vonein- 
ander verschieden. Der Näherungsausdruck für 
die Energie lautet nämlich?): 

Nhew® Nhexa?[1 *] Pe 
m+n? (m+n'y F + n}\° a 

Mit @ ist hier eine Konstante bezeichnet, welche 
sich aus den Universalkonstanten e, h und c¢ auf 
folgende Weise zusammensetzt 

Ine? 
= aaa ee 
he 

Der physikalische Sinn dieser Zahl ist die (im 
Verhältnis zur Lichtgeschwindigkeit gemessene) 
Geschwindigkeit, welche ein Elektron in der ersten 
(n—1) statischen Kreisbahn des Wasserstoff- 


A= 


1) In Wirklichkeit wurde dieser Fall von Sommer 
feld schon vor der Aufstellung der allgemeinen Quan 
tenregeln (29), (29) für bedingt periodische Systeme 
behandelt. 

2) Es läßt sich auch der exakte Ausdruck für die 
Energie angeben, jedoch ist die Formel (31) für unsere 
Zwecke übersichtlicher. 
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Der numerische Wert des 
uns interessierenden Quadrats ist 

a? = 5,316-10-° 
und daher ist das relativistische Korrektionsglied 
stets klein gegen den ersten Term des Ausdrucks 
(31). 

Die Wirkung 
offenbar eine doppelte, denn erstens ergibt sich 
eine allgemeine Erhéhung des absoluten Betrages 
der Energie fiir alle Ellipsen mit derselben gro- 
Ben Achse um den Wert 

Nhexteo? 
f 


atoms (% 1) besitzt. 


dieses Korrektionsgliedes ist 


4(n + mn‘) 
zweitens erhéht sich die Energie der verschiede- 
nen Ellipsen um verschiedene dem Achsenverhält- 

ee 

nis > proportionale Beträge 
n' Nhexta’ 
n (n+n'y 


Unter Heranziehung der Bohrschen Frequenz 
bedingung 
hev A, A, 
erhalten. wir demnach fiir die beim Ubergang 
eines Elektrons aus.einer statischen Bahn (m, m’) 
in eine andere (n, n’) ausgesandte Schwingungs 
zahl 


Na? x! 


| 1 
! Nx? ms 
’ [ (n+n) (m+ =a + 4 


1 (1 4n' l (1 ‚4m N 
_ - - (33 
(n +n')* a n (m + m’)! rm ) 


Bei kleinen Werten der Kernladung * unter 
scheidet sich dieser Ausdruck nur wenig vom 
ersten Glied, welches nach $ 9 die Formel der 
Balmerschen oder einer ähnlichen Serie liefert 
Die Schwingungszahlen (33) gruppieren sich des- 
halb bei vorgegebenen Werten der Quantenzahlen 
Formel (17) enthalten: 
Zahl und bilden die Feinstruktur einer wasser- 
stoffähnlichen Linie. 

Da es nach Fig 5 für ein vorgegebenes System 
von Zahlenwerten (n, n’, m, m’) mt m’ mög- 
liche Anfangsbahnen und n + n’ Endbahnen gibt, 
so könnte eine wasserstoffähnliche Linie aus 
.(n-+n’) Komponenten bestehen. Di 
Zahl der beobachteten Komponenten schien je 


eng um eine in der 


(m + m’) 


doch kleiner zu sein. Um eine Einschränkung 
herbeizuführen, ließ sich Sommerfeld durch den 
Gesichtspunkt leiten, daß die Quantenzahlen we 
sentlich positive Größen sind; es liegt daher nahe 
ınzunehmen, daß bei Bohrschen Übergängen nicht 
nur ihre Summe abnehmen muß, sondern daß si« 
uch einzeln nieht wachsen dürfen. D. h., es soll 
nieht nur die Ungleichung m+ m’>n+tn’ be- 
stehen, sondern auch 

m n, mn’. . (34 


Fassen wir zum Beispiel die Grundlinie der 


Balmerserie (Ha) 


Die Natur- 
wissenschaften 


wären daher a priori 2.3 — 6 Übergänge möglich, 
die jedoch durch die Ungleichungen (34) auf die 


4 im folgenden Schema enthaltenen reduziert 
werden 
=: we =6 
In 3, 0 
a= 3. a’ 1 
qan=—1,n'=1 
m=l1. w=3/ 


, 

In der Folge hat sich indessen gezeigt, dab 
die Sommerfeldschen Ungleichungen keine strenge, 
sondern nur eine angenäherte Gültigkeit haben 
Auch die ihnen widersprechenden Linien treten 
unter Umständen (je nach der Erregungsart det 
Geißlerröhre) auf, jedoch immer mit nur schwa 
ehen Intensitäten. 

Auch für die Intensität der Komponenten gibt 
lie Theorie kewisse Anhaltspunkte. Statistisch: 
Betrachtungen machen es plausibel, daß die Wahr 
-cheinlichkeit einer elliptischen Bahn ihrem Ach 


n' , 
ropor io & ist. die N: 
(,,4:n:) proporti nalist. Die Wahr 


scheinlichkeit eines Bohrschen Uberganges wir 


senverhältnis 


dann proportional dem Produkt der entsprechen 
len Zahlen für die Anfangs- und Endbahn, als 


n m’ 
ru mt Mm 
2 I N 
: ao \ = 
ns r- . ~ 
Av, We 
Tr m 1 
eo 4 I li x A = 1 
A Pe 
H. Hs 
Fig. 9 


In der Tat folgt die Intensität der Komp: 
nenten ungefähr dieser Regel, wenn das betref 
fende Gas durch Funkenentladung zum Leuchte: 
gebracht wird, während die Verhältnisse be 
Gleichstrom etwas anders zu liegen scheinen. 

In Fig. 9 sind die Komponenten der beide: 
Linien (77, und Az) der Balmerseri: 

2) nach Lage (in der Skala der Schwin 


ersten 

(n+ n’ 
gungszahlen v) und Intensität eingezeichnet: Di 
irrealen Linien, d. h. diejenigen, welche den 
Quantenungleichungen (34) widersprechen, sind 
dabei punktiert oder durch einen kurzen Pfeil an 
gedeutet, die theoretisch zu erwartende Intensitat 
ist durch die Lange des betreffenden Striches ver 
anschaulicht. Charakteristisch fiir die Anordnung 
der Linien ist das Auftreten konstanter Abstand 
zwischen verschiedenen Linienpaaren. Dies rührt 
daher, daß für die eine mögliche Endbahn (Fig. 5). 
etwa n — 2, n’ — 0, die Formel (33) m + m’ mög- 
liche Werte von v, je nach Wahl der Anfangsbahn 
(Fig. 5) ergibt. Für die zweite Endbahn (n = 1. 


n’ 1) erhält man m + m’ weitere v, welche sich 
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von denen der ersten Gruppe bezw. nur um die 
Differenz dés von n, n’ abhängigen Korrektions- 
terms in beiden Fällen, also um die konstante 
Differenz * 

Ne? 
7 
unterscheiden. Die Größe vg bezeichnet Som- 
merfeld als die Schwingungsdifferenz des Wasser- 
stoffdubletts, ihr numerischer Wert ist theoretisch 
nach den in $$ 5 und 13 angegebenen Werten von 
N und 2? 


ANH . (35 


SEEN 5: 200 0 
Beim Vergleich mit der Beobachtung ist .in- 
dessen zu berücksichtigen, daß die in Fig. 9 dar- 
gestellten Strukturen auch bei Benutzung der 
stärksten optischen Mittel nicht vollständig auf- 
gelöst werden können, sondern als einfache Du- 
bletts erscheinen. Beim Wasserstoff sind näm- 
lich die Komponenten etwas breit und verwaschen 
ınd die Abstände so eng, daß benachbarte Linien 
leicht ineinanderflieBen. Was man also als Du- 
blettbreite unmittelbar mißt, ist der Abstand Av'n 
swischen den Schwerpunkten der beiden engen 
Liniengruppen. Mit Benutzung der theoretischen 

Intensitäten erhält man für H, (A — 6562,8) 

AN' a = 0,842 Ava = 0,307 em!, 

‚der in Wellenlängen umgerechnet: 

AN# = 0,182 A.-E. 
wurden die folgenden 


Werte .ge- 


kxperimentell 
funden: 





AH Av H 
5 ae ee oe 0,33 em! 
Fabry und Buisson 0,132 0,307 
Meißner. 0,124 0,289 


Die Übereinstimmung mit dem theoretischen 
Wert ist eine glänzende. 

Günstiger für eine Prüfung der Theorie lie- 
gen die Verhältnisse bei den wasserstoffähnlichen 
Serien (vergl. §§ 5, 10) des ionisierten Heliums 
(x2). Denn Heliumlinien 
schärfer, zweitens ist infolge des Auftretens des 
Faktors «* im Korrektionsglied der Formel (33) 
lie Feinstruktur der Heliumlinien im Vergleich 
zu den analogen Linien des Wasserstoffs um das 
Sechzehnfache vergrößert. Diese Messungen sind 
von Paschen (1916) mit aller in der Gegenwart er- 
reichbaren Genauigkeit ausgeführt worden. 
Fig. 10 gibt das theoretische Bild und den expe- 
rimentellen Befund bei zwei verschiedenen Er 
Grundlinie der Fowler- 


erstens sind die 


regungsarten für die 
schen Serie (A — 4686) 


v IN( . — 2) 
3? 4 


Betrachten wir die in der Figur versinnlich- 
ten Ergebnisse, so sehen wir, daB dieselben den 
theoretischen Erwartungen in allen Einzelheiten 
entsprechen. Unvorhergesehene Komponenten sind 
nicht vorhanden; es fehlen nur die den Quanten- 
ungleichungen widersprechenden Linien IITa, b 


Epstein: Anwendungen der Quantenlehre in der Theorie der Serienspektren, 243 


bei Gleichstrom, und Id bei Funkenentladung; die 
Linie IIe ist nicht gemessen worden, weil sich 
eine schwache Linie zwischen zwei starken auf 
der photographichen Platte nicht feststellen 
läßt; einzelne eng benachbarte Linienpaare fließen 
in der Beobachtung zusammen. Die Übereinstim- 
mung zwischen Theorie und Erfahrung in dieser 
Figur ist geradezu das Glanzkapitel, der größte 
Triumph der Quantentheorie. 

Nicht weniger gut ist die Übereinstimmung 
für die zweite Linie der Pickeringserie, wir wollen 
jedoch dieselbe übergehen und in Fig. 11 die Fein- 
struktur der dritten geben. Entsprechend den 
drei möglichen Endbahnen zerfallen hier, wie in 
Fig. 10, die Komponenten in drei Gruppen I, I], 
III, während jedoch dort die Gruppen I und II 
übereinandergreifen, sind sie hier vollständig ge- 
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trennt und so eng, dal} jede Gruppe in der Beob- 
achtung als eine einzige breite Linie erscheint. 
Die f-Komponenten (welche teilweis« 
den Ungleichungen (34) widersprechen), scheinen 
zu schwach für die Beobachtung zu sein. 


übrigens 


Die Ausmessung aller dieser Feinstrukturen 
liefert als besten experimentellen Wert der 
Schwingungsdifferenz 4 v# 

AH = 0,3645 + 0,0045. 

Die Spektroskopie liefert uns somit drei Grö- 
ben, welche nach der Theorie aus den Universal- 
konstanten e, u, h aufgebaut sind: nämlich die 
Rydbergsche Zahl N ($ 8), die Änderung der 
Rydbergschen Zahl von Element zu Element in- 
folge der Mitbewegung des Kerns ($ 10) und di 
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Schwingungsdifferenz des Wasserstoffdubletts 
Avy Aus den drei Gleichungen lassen sich die 
drei Unbekannten e, u, h zahlenmäßig bestimmen, 
und zwar dürfte diese Art der Bestimmung bei 


der großen Genauigkeit der spektroskopischen 


Messungen schon gegenwärtig allen anderen 
Methoden ebenbürtig sein. 
$ 14. Spektra der Röntgenstrahlen. — Über 


die Emission und Absorption der Röntgenstrahlen 
ist in den Naturwissenschaften (Bd. 5, S. 513, 
>32) ein ausführlicher Bericht aus der Feder des 
ım die experimentelle Erforschung dieses Ge- 
hiets hochverdienten M. Siegbahn erschienen, so 
laß ich diesen Gegenstand nur kurz zu streifen 


era uche. 








—— ae 





Fig. 12 


Nachdem durch die Entdeckung von v. Laue, 
Friedrich und Knipping die Möglichkeit einer 
Spektralanalyse im Gebiete der Röntgenstrahlen 
zegeben war, verdanken wir Moseley die ersten 
ıusführlichen Untersuchungen über die Röntgen- 
wellenlängen einer Reihe von Elementarstoffen. 
Die gemessenen Schwingungszahlen lassen sich in 
mehrere Serien einördnen, die man in der Reihen- 
folge abnehmender Schwingungszahlen (Härten) 
ils A-Serie (Linien: K,. Kg, .), L-Serie usw. 
bezeichnet hat. In Fig. 12 ist eine von Moseley 
zemachte Aufnahme der Linien Ky und Kg auf- 
inanderfolgender Elemente wiedergegeben. : Das 
ınterste Bild der Reihe bezieht sich auf Messing 
Brass), eine Legierung von Zink und Kupfer. 
Daß sich hier die zwei Zn-Linien einfach den 
eiden Cu-Linien der nächsthöheren Aufnahme 
ıberlagern, beweist, daß die Röntgenspektren eine 
ein additive Eigenschaft des Atoms sind. 


Die Natur- 
wissenschaften 


Die Lage der analogen Linien in dieser Figur 
zeigt einen parabolischen Verlauf. In der Tat 
konnte Moseley die Schwingungszahlen der Ke- 
Linie durch die Formel 

ve=N@-—12| 5 _ = N 
diejenigen der L«-Linie durch 
ve — N(x — 7,4)? = _ = 
2 
darstellen, wobei # die Wertigkeit des Kerns des 
entsprechenden Elementes bedeutet. 

Dieses Ergebnis lehrt zweierlei: Erstens be- 
stiitigt sich die in $ 6 dargelegte Auffassung, daß 
die Kernladung (im periodischen System) auf: 
einanderfolgender Elemente um eine Einheit zu- 
nimmt. Zweitens sind die Röntgenlinien Ky und 
L. wasserstoffähnlich mit der kleinen Modifika- 
tion, daß nicht, wie in der Balmerserie (7) bezw 
(17), die ganze Kernladung x wirksam, sondern 
ein Teil derselben, wie man sagt, „abge- 
schirmt“ ist. 

Bei genauerer Betrachtung ergibt sich, dab 
diese Linien nicht einfach sind, sondern ein« 
Feinstruktur besitzen. Theoretisch müßte man 
bei vollständiger Wasserstoffahnlichkeit bei der 
Linie Le genau dieselbe Struktur wie in dem 
durch Fig. 9 versinnlichten Fall der H*-Linie 
des Wasserstoffs erwarten, mit dem Unterschied, 
daß die Dimensionen derselben im Verhältnis 
(x—7,4)* vergrößert sind. In Wirklichkeit er 
hält man nur ein einfaches Dublett, dessen 
Schwingungsdifferenz allerdings zu demjenigen 
des Wasserstoffs im theoretisch richtigen Ver 
hältnis 





A=(—TAt4vH 
steht. Die Wasserstoffähnlichkeit 
in Folge der komplizierteren Emissionsverhält 
nisse, eine beschränkte. Dagegen entspricht K, 
den Erwartungen der Theorie vollkommen und 
gibt, da hier die Endbahn einfach (n+n’=1 
oder n=1, n’ = 0), die Anfangsbahn doppelt ist. 
ein einfaches gegen Av; im Verhältnis («—1)' 
verbreitertes Dublett. 

Die Messungen wurden von Siegbahn und 
seinen Mitarbeitern für alle Elementarstoffe, so- 
weit dies technisch möglich. war, durchgeführt, 
und haben die Forderungen der Theorie be- 
stätigt. Zur Illustration geben wir die nach- 
stehende Fig. 13 wieder, welche das gesamte 
Beobachtungsmaterial der K-Serie, zwischen 
Natrium (*—11) und Neodym (x — 60) enthält. 
Als Ordinate ist Yv.10-*, als Abzisse x aufgetra 
gen. Der Verlauf der Quadratwurzel aus den 
Schwingungszahlen ist in Übereinstimmung mit 
der Theorie ein linearer. a, und % bedeuten di« 
beiden Komponenten der K,-Linie, 8, und 6; 
sind die Siegbahnschen Bezeichnungen für Kz 
und K,. Auch die Schwingungsdifferenzen haben 
nach genauen Messungen den von Sommerfeld 
vorausgesehenen Verlauf, und das bedeutet ein 
scharfe Probe der Theorie, wenn man bedenkt, 
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daß Av z. B. für «= 92 (Uran, in der L-Serie 
gemessen) (84,4)*, also rund 150 Millionen mal 
größer ist als für Wasserstoff. Es dürfte nicht 
viele Theorien geben, die eine derartige Extra- 
polation auszuhalten vermögen. 

Daß die Röntgenspektren teilweise wasserstoff- 
ähnlich sind, erklärt man sich auf die folgende 
Weise. Kreist ein Elektron in der Nähe des Kerns, 
so üben die übrigen, welche sich in größerer Ent- 
fernung bewegen, eine sehr geringe, zu vernach- 
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Nach einer Arbeit von Debye und noch un- 
veröffentlichten Untersuchungen von Kroo und 
Sommerfeld scheinen die Verhältnisse so zu 
liegen: Das Atom bestelit, wie es schon Bohr an- 
genommen hatte, aus dem Kern und einer Reihe 
konzentrischer mit Elektronen besetzter Ringe 
(Fig. 14). Den innersten bezeichnet man als K- 
Ring, den zweiten als L-Ring usw. Im Normal- 
zustand haben diese Ringe eine ganz bestimmt 
Besetzung, z. B. haben wir in der Figur drei 



































lässigende Rückwirkung auf dasselbe aus, und Elektronen im K-Ring und acht im L-Ring ein 
die Verhältnisse liegen im wesentlichen so, als gezeichnet. Die Vorbedingungen für Röntgen 
Vz; u A-Reihe 
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Fig. 


ob nur ein #-wertiger Kern und ein einziges 
Elektron vorhanden wären, wie in der Theorie 
der $$ 7, 8 und 13 vorausgesetzt ist. Wie ist es 
aber zu deuten, daß ein Teil der Kernladung ab- 
geschirmt erscheint? Eine mögliche Antwort auf 
diese Frage ist bereits bei Bohr gegeben: Stellen 
wir uns vor, daß nicht ein einzelnes Elektron, 
sondern mehrere auf einem Kreisring angeord- 
nete Elektronen um den Kern rotieren. Alsdann 
wirkt der Anziehung des Kerns eine Abstoßung 
zwischen den Elektronen entgegen, welche sich 
gerade darin äußert, daß an Stelle von x? ein 
kleinerer Faktor (x—o)? auftritt?). 
könnte man die Möglichkeit in Betracht zieher, 
daß einige etwa p Elektronen näher am 
Kern befinden als dasjenige, dessen Bewegung 
wir studieren wollen; der Komplex aus einem 
“-wertigen positiven Kern und p Elektronen 
wirkt dann auf größere Entfernungen ungefähr 
wie ein Kern mit *—p positiven Ladungen. 


sich 


1) Dabei kann jedes einzelne Elektron ev. auch eine 
elliptische Bahn beschreiben, aber die Elektronen eines 
Ringes müssen in jedem Augenblick die Eckpunkte 
eines regulären Vielecks bilden. 


Daneben . 


2 76 18 20 22 DU 26 28 30 32 34 LE 38 YO ¥2 ¥¥ HEHE 50 52 SV 56 58 ÖL 
Ar Can Cr fe Ni Zn6e Se Hr Sr Zr Mo Ru Pd Gd Sn Te X Ba Ce Na 
PO! K ScVaMnCoOuGoAsBrAbY Nb —AhAoJn 56 J Cs Lof 


13 





Fig. 14. 


emission sind gegeben, wenn durch die Wirkung 
eines äußeren Einflusses (Kathodenstrahls) ein 
Elektron aus einem inneren Ring in einen 
äußeren versetzt wird, z. B. aus dem K- 
Ring in den L-Ring. Dann hätte der erstere ein 
Elektron zu wenig, der letztere ein überzähliges 
Elektron. Bei der Rückkehr des Elektrons in 
die Normallage auf dem innern Ring, welche 
unter. Abgabe von Energie erfolgt, wird eine 
Röntgenwelle nach .der Bohrschen Frequenzbe- 
dingung (16) ausgesandt. 








246 Epstein: Anwendungen der Quantenlehre in der Theorie der Serienspektren. [ Die Natur- 


Die Durchführung dieser Vorstellungen ist 
noch nicht abgeschlossen und deshalb läßt sich 
noch nicht sagen, welches die definitiven Zahlen 
der Ringbesetzungen im Normalzustand sein wer- 
len. Vorläufig scheinen ‘die Resultate für die 
Zahlen der Fig. 14, drei und acht Elektronen in 
den beiden innersten Ringen, zu sprechen; jedoch 
ist es keineswegs ausgeschlossen, daß sich die 
durch die Chemie (periodisches System) nahege- 
leeten Werte 2, 8, 8, 18, 18 usw.!) bestätigen 
werden. 

$ 15. Theorie des Starkeffekts. — Bringt man 
ein strahlendes Atom in ein elektrisches Feld, so 
wird der Charakter der Emission durch das letz- 
tere verändert: Spektrallinien, die ohne Feld ein- 
fach erscheinen, werden in vielen Fällen durch 
lie elektrische Kraft in mehrere Komponenten 
ıufgespalten. Diese überraschende Entdeckung 
verdanken wir Johannes Stark (1913), weshalb 
der neue Effekt seinen Namen erhielt. Obwohl 
die Wirkung mittlerer Feldstärken keineswegs 
schwach ist, und zu ihrer Beobachtung keine 
extrem feinen optischen Hilfsmittel benutzt zu 
werden brauchen, lagen die Verhältnisse für eine 
zufällige Entdeckung der Erscheinung insofern 
sehr ungünstig, als es äußerst schwer ist, in einem 
leuchtenden Medium auch ein mittelstarkes elek- 
triches Spannungsgefälle aufrecht zu erhalten. 
Erst Stark, der nach diesem Effekt systematisch 
suchte, gelang es, die erwähnte Schwierigkeit 
durch eine sinnreiche Anordnung zu überwinden: 
Er brachte die verdünnte Gasschicht zwischen den 
Belegungen eines in einer Vakuumröhre befind- 
liehen Kondensators durch hineintretende Kanal- 
strahlen zum Leuchten. 

Auf diese Weise konnte er eine ganze Reihe 
von Substanzen untersuchen, für unsere Zwecke 
sind aber die sehr sorgfältigen Messungen, die 
er über die „elektrische Feinzerlegung“ der vier 
ersten Linien der Balmerserie des Wasserstoffs 
(Ha, Hs, Hy. Ho) ausführte, von besonderer 
Wichtigkeit. Es zeigte sich, daß die Komponen- 
ten, in welche diese Linien aufgespalten werden, 
symmetrisch um die Normallage angeordnet sind, 
und daß die Aufspaltung proportional zur elek- 
lrischen Feldstärke mit derselben anwächst. Es 
wurde senkrecht zur Feldrichtung beobachtet, 
und bei dieser Anordnung erwiesen sich die Kom- 
ponenten als linear polarisiert. 

In den Tabellen I bis IV sind weiter unten 
die Starkschen Resultate unter der Überschrift 
„gemessen“ zusammengestellt. Mit p sind die 
Komponenten bezeichnet, deren elektrischer Vek- 
tor parallel zur Feldrichtung schwingt, mit s die- 
jenigen, bei welchen er senkrecht zur Feldrich- 
tung orientiert ist. Unter AA ist der Abstand 
der betreffenden Komponente (und der zu ihr 
symmetrischen) in Angströmschen Einheiten ein- 


1) Vgl. J. J. Thomson, Korpuskulartheorie der Ma- 
terie, 6. Kap. 
26, S. 857, 1913; 
1916. 


W. Kossel, Ann. d. Phys. 49, S. 229, 


Braunschweig 1908; N. Bohr, Phil. Mag. 


wissenschaften 


getragen, unter „Int.“ ihre relative Intensität, 
(fr. bedeutet „fraglich“), und zwar sind die In- 
tensitäten nur innerhalb einer Spalte vergleich- 
bar, und nicht von Spalte zu Spalte oder von Ta- 
belle zu Tabelle. Die elektrische Feldstärke FZ, zu 
welcher die tabellierten Werte von AA gehören, 
ist mit einiger Unsicherheit behaftet und wird 
von Stark auf 104 000 Volt/em geschiitzt. Fin 
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graphische Veranschaulichung des Aufspaltungs- 
bildes bietet Fig. 15, in der die Intensität der 
Komponenten durch die Länge der entsprechenden 
Striche angedeutet ist, und diese, von der Nor- 
mallage (0) ausgehend, der Reihenfolge nach num- 
meriert sind. 

Die Theorie des Starkeffekts der Balmerserie 
reduziert sich auf die Betrachtung der Bewegung 
eines wasserstoffähnlichen Atoms ($ 7) in einem 
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homogenen elektrischen Felde. Diese Bewegung 
ist bei Vernachlässigung der Relativitätskorrek- 
tion eine bedingt periodische, und zwar sind es 
parabolische Koordinaten, welche die Darstellung 
der Impulse in der durch Gleichung (28) gegebe- 
nen Form bewirken‘). Die Koordinatenflächen 
entstehen durch Rotation der Fig. 16 um die 
Gerade E=0, n=0 als Achse Es sind also 
zwei Scharen von konfokalen Rotationsparabo- 


loiden (& const, und n const) und die Meri- 


72 = °° 


£-0 E=rr £- 











dianebenen (@ — const, wenn man durch den 
Azimut oder Winkel, welchen die rotierende Ebene 
mit einer festen Lage einschließt, bezeichnet). 
Ein Punkt des Raumes ist demnach durch die 
Koordinaten &, n, & festgelegt. 


1) P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 50, S. 489, 1916. 
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Wir wollen von der Mitbewegung des Kerns 
absehen und ihn als festes Zentrum auffassen. 
Dann ist das Koordinatensystem so zu orientie- 
ren, daß der Kern mit dem Nullpunkt zusammen- 
fällt und die Gerade § = 0 die Richtung des elek- 
trischen Feldes hat. Die Auflösung des Problems 
zeigt, daß die Bewegung des Elektrons in einem 
ringförmigen Raum eingeschlossen ist, welcher 
durch Drehung des krummlinigen Vierecks 
ABCD (Fig. 17) um die Achse —=—0, n—0 
entsteht. Und zwar muß man sich das so vor- 
stellen, daß das Elektron die ins Viereck einge- 
zeichnete Kurve durchläuft, während gleichzeitig 
die Figur (mit variabler Winkelgeschwindigkeit) 
um die erwähnte Achse rotiert. 


Die Lage der Librationsgrenzen (vgl. $ 12) 
:s-8, 8=-&, n=m,n=Nns, hängt natürlich von 
der Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit des 
lektrons ab und ist für jeden individuellen Fall 
der Bewegung eine andere, so daß durch geeignete 
Wahl der Anfangsbedingungen den Größen &,, Es. 
"1, Na jeder beliebige Wert erteilt werden kann. 
Im Interesse des $ 17 wollen wir drei Grenzfälle 
ins Auge fassen. Zunächst lassen wir nı mit Ne 
und &; mit & zusammenfallen; dann zieht sich 
das Viereck auf einen einzigen Punkt zusammen, 
und das Elektron bewegt sich in einer zur Feld- 
stärke senkrecht stehenden Kreisbahn. Anderer 
seits können wir 5, =0 und nn =0 setzen, die 
Bahnkurve erfüllt dann das durch Rotation des 
Dreiecks B’ C D’ entstehende Gebiet. Lassen wir 
nun auch noch & immer kleiner und schließlich 
eleich Null werden, so wird das Elektron auf die 
Bewegung in einer geradlinigen Strecke be- 
schränkt: Es pendelt im Halbstrahl E=0 zwi- 
schen den Punkten 0 und B’ hin und her, was- 
halb ich diese Bahn als Pendelbahn bezeichnet 
habe. Den dritten ausgearteten Fall erhalten 
wir, wenn wir nicht &, sondern 2 zu Null ab- 
nehmen lassen; es ist die ganz analoge Pendel- 
bahn im Halbstrah! n—= 0 zwischen den Punkten 
0 und D’. Im Falle der Keplerellipse (ohne 
elektrisches Feld, $ 11) haben wir den Fall der 
geradlinigen Bahn als unwahrscheinlich verwor- 
fen und dies Vorgehen durch den experimentellen 
Befund der Feinstrukturen gerechtfertigt gefun- 
den. Die Pendelbahnen scheinen a priori eben- 
so unwahrscheinlich; merkwürdigerweise treten’ 
aber die zu ihnen gehörigen Komponenten im 
Starkeffekt auf, wenn auch durchweg mit äußerst 
gerihger Intensität. 

Im allgemeinen, nicht ausgearteten Fall der 
Bewegung haben wir nach (29), (29!) die Quan- 
tenbedingungen in folgender Form zu schreiben 


2 fp:was=mn, 2 fra n=nh, (36, 
Mis 


In 


fr dg =ngh, 


0 
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und aus diesen drei Beziehungen ergibt sich die 
Energie mit guter Näherung zu 


Nx!he 
(nm, +n,+n3) 
3h°E 
1. (n, + tg + ny) (nm, — Ry). 
Sn’rue x 

Wie die Relativitätskorrektion, hat also auch 
ein elektrisches Feld die Wirkung, daß es die 
Zahl der Energiestufen vermehrt und daher, so- 
zusagen, die in einer Spektrallinie vorhandenen, 
aber zusammenfallenden Freiheitsgrade (Ent- 
stehungsmöglichkeiten) auseinanderzieht und 
sichtbar macht. 

Nach der Bohrschen Frequenzbedingung (16) 
erhält man für die Schwingungszahl gegenüber 
der Normallage (17) eine Verschiebung vom Be- 
trag 

3h mae 
y oy g nc E-Z, 
Sntrues ER 
; . (87 
Z (m, + My + Mg) (m, my.) 
(n, + Ny + Mg) (2, Ny) 
Wie 


m und n auf Anfangs- und 


früher beziehen sich die Quantenzahlen 
Endbahn, für welche 
bei Komponenten einer und derselben Linie resp. 


N 
+ 


T und m TT Ne T Nz 


m, T Ma 
eilt. 


Ma const. const. 


Aus Struktur dieses Ausdrucks ersehen 
wir sofort zwei wichtige Eigenschaften des Stark- 
effekts wasserstoffähnlicher Erstens 
geht die Aufspaltung proportional mit der Feld- 
stärke E, zweitens ist sie symmetrisch. In der Tat, 
vertauschen wir die numerischen Werte von mı 
und ms und gleichzeitig die von nı und ms, so 
wechselt Z das Vorzeichen; d. h. zu jedem posi- 
tiven Av gibt es ein gleich großes negatives. Wir 
haben bereits erwähnt, daß Stark wirklich ein 
solches Verhalten der Wasserstofflinien fest- 
gestellt hatte. 


Linien: 


Der numerische Wert des Koeffizienten ist 
für Wasserstoff (x—1) 6,43.10—, wenn E in 
volt/em angegeben wird, und deshalb kann man 
für die Verschiebung einer Komponente in der 
Skala der Wellenlängen X schreiben 


AXZN 4¥=—6438:°10 517 E-Z em. . : (88 


Die Auswahl der möglichen Werte von Z wird 
durch die Sommerfeldschen Ungleichungen (34) 
eingeschränkt, welche in diesem Falle lauten 


Mi >2;, My Ny, Ma NN. . . . (39 


Die Werte von AA, welche die Rechnung er- 
gab, sind in den nachstehenden Tabellen zusam- 
mengestellt. Dabei wurde als Feldstärke für die 
Linien H, und H, 106000, für H, 109000 und 
für Hy 110000 volt/em angenommen. 
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Die Natur- 
wissenschaften 
Tabelle / (Ha - Linie). 
m pm +m = 8 A = 6562,8 A 
Berechnet Gemessen 
s Ms — Ng =2l\m,—ng=2l+1] p-Komp.| s-Komp 
IR Am sh Qm 4! Int. | 4% | Int. 
5 14,7 r — 
4 11,7 1 11,5 2 | 
3 88 1 88 | 1,1 
2 5,9 1 5,9 ” 62° 1 
l 2,9 + »9 (1) _ 26); 1 
0 0 (1) 0 2,¢ 
Tabelle 11 (H - Linie). 
m + ma + m = 4 A = 4861,83 A 
Berechnet Gemessen 
Zz M3—N3=—2l m3—Ng—2l+1| p-Komp. | s-Komp 
4i | Qm th Qm 4i| Int.| 4A | Int 
12} 194] * | (194) | 3 |194| ı | 198) 1 
10| 16,1 2 [16,1] 3 16,3 | 11,5 | 16.4 | 1,1 
8 129} 2 12,9 13,2! 9,1] 182) 1: 
6! 97] 2 9,7 1 10,0! 48! 9,7] 9,7 
4 6,5 . 6,5 1 6,7 1 6,6 | 12.0 
2 3,2 (2 3,2 1 3,3 1,2; 3,4! 8; 
0 0 2 0 1 0 1,4 0 1.4 
Tabelle III (Hy, - Linie). 
ga 8 = 43405 A 


my Ma Ma 5 





Berechnet 
MI— Nz — Zl \m3— nz 


42 Qm 4i. 


21; 28,0 


0 [26,6] 
18| 23,9 3 _ 
17 - [22,7] 
16, — 21,3 
15| 20,0 3 —_ 
ni 17,3 
12| 16,0 3 — 
11! 14,4 . — 
10; - 13,3 
9; 12,0 . _ 
8] 106 ) = 
7 _ 9,3 
6 - 8,0 
5 6,7 2 — 

i 5,3 
3); — 4,0 
2; 27 2 . 

l 1,3 

0 — 0 


2l+1 


Q. 


xm 





Gemessen 
p-Komp. | s-Komp 
4i\Int. | 4A | Int. 
29,4 | 1(fr 

26.38 | 1 
23,9 | 10,8 
22,8 | 1,2 


19,9} 7, 


to 


15,9| 2,0 


13,8 | 4,3 
10,6 1 
9,7 | 1,2 
6,6 1,5 
3,9 | 3,6 
2,6 1,6 
0 7,2 


Man sieht, daß die Übereinstimmung zwischen 
Rechnung und Erfahrung eine vorzügliche ist. 
Die stärkeren Komponenten liegen genau an den 
berechneten Stellen, nur bei sehr schwachen Li- 
nien, deren Lage schwer zu messen ist, sind die 
Abweichungen mitunter etwas größer. Mit einem 
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Tabelle IV (Hs - Linie). 
my + Ma + m; = 6, A=4101,7 A 





Berechnet Gemessen 
Mg—Nz — 21 |mg—ng=—2l-+-1| p-Komp. 


i | Ge ak Cn 4% | Int. 4% | Int. 


s-Komp. © 
4 


32) 381 | * 37,5 | 1er) 

30 | [35,8]; 5 34,8 | 1 (fr. 
28| 33,4 1 83,4 7,2 

26 | 30,9 ' | 30,4/ 1,3 
24| 28,6 4 28,6) 2,8 | 

22 | 2| 3 | 25,8 2.4 
20} 938| 4 | 24,2|- 1,1 | 

18 21,3 3 | 21,2) 3,0 
16; 19,1 8 | 19,6| 1,2 | 

14| | 16,7 3 17,2| 1 
12| 1438| 3 | 144| 1,5 

10) | 19| @ | | 11,9) 21 
8} 95/ 2 | 9,6| 1,2 

6 7,3 (8) 7.4| 3,2 
+} 48) (4) | 5,2| 1 

2 | 24 (3) 24| 13 
0 0 (4) | - 





Sternchen (*) sind die Komponenten bezeichnet, 
die ihre Entstehung Pendelbahnen (als Anfangs- 
oder Endbahn) verdanken. Wir haben schon er- 
wähnt, daß das Auftreten solcher Bahnen sehr 
unwahrscheinlich ist; man sieht, daß sie durch- 
weg die schwächsten Komponenten ergeben, und 
bei den Linien H, und H, zum größten Teil über- 
haupt nicht aufgenommen werden konnten. Von 
diesen Komponenten abgesehen, gibt es nur eine 
einzige theoretisch vorausgesehene, welche sich in 
den Starkschen Aufnahmen nicht findet (H,, Z 
— 0). Dagegen treten drei Linien auf, welche den 
Quantengleichungen (39) widersprechen, das sind 
die eingeklammerten AA der Tabellen III und IV. 
Interessant ist, daß die zwei ersten Ungleichun- 
gen streng gelten und in keinem Falle :durch- 
brochen werden, während die dritte, welche sich 
nach (36) auf den Azimut @ bezieht, wie es 
scheint, nur im groben richtig ist. Eine ähnliche 
Sonderstellung der azimutalen Quantenzahl 
konnte Sommerfeld am Bilde der Feinstrukturen 
bei Funkenerregung des Leuchtens feststellen. 
Für die Polarisationen ergibt sich eine sehr 
merkwürdige empirische Regel: Eine geradzah- 
lige Differenz der azimutalen Quantenzahlen 
ms—nz führt auf parallele (p-) Polarisation, eine 
ungeradzahlige auf senkrechte (s-) Polarisation. 
Diese Regel gilt ausnahmslos, wenn uns auch 


jeder Anhaltspunkt zu ihrem Verständnis fehlt. 


Es scheint sogar, daß es nicht möglich sein wird, 
den Polarisationszustand aus den Orientierungen 
der Anfangs- und Endbahn zum elektrichen Feld 
zu erklären; denn beim Übergang des Elektrons 
zwischen zwei der vorhin erwähnten Kreisbah- 
nen, die ja immer senkrecht zum Felde stehen, 
ergeben nach dieser Regel die Linien Ha und H, 
s-Komponenten, Hz und Hs p-Komponenten. 
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Für das Zustandekommen einer großen Jn- 
tensität einzelner Komponenten glaube ich eine 
notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung 
darin zu erblicken, daß eine der Quantendiffe- 
renzen Mı—Nnı, Mana, Ms—Nz möglichst groß 
sein muß. Aus diesem Grunde ist die größte dieser 
drei Differenzen unter Q„ in den Tabellen an- 
gegeben. 

Jedenfalls bilden die besprochenen Ergebnisse 
der Theorie des Starkeffekts, neben der Sommer- 
feldschen Theorie der Feinstrukturen, einen der 
schlagendsten Beweise für die Richtigkeit der 
Planckschen Quantenlehre und der von Bohr ge- 
machten Anwendung derselben auf die Atomistik. 


IV. Abschnitt. 
Struktur des Phasenraumes. 

$ 16. Bedeutung der Planckschen Hypothese 
für die Statistik. — In der Darstellung 
der Anwendungen haben wir an die von 
Sommerfeld aufgestellte ($ 11), von Schwarz- 
schild und dem Verfasser präzisierte ($ 12) 
Fassung der Quantenbedingungen angeknüpft. 
Wir wollen jetzt auf die Form eingehen, 
in welcher Planck selbst diese Bedingungen für 
den Fall mehrerer Freiheitsgrade ausgesprochen 
hat, und zu diesem Zwecke zunächst die in § 3 
gemachten Angaben über die „Hypothese der 
Wirkungsquanten“ durch einige Betrachtungen 
über ihre statistische Bedeutung ergänzen. 

Der Grund, welcher Planck bewog, von der 
Auffassung der Energiequanten (§ 2) abzugehen. 
war ein Mißverhältnis zwischen dem elektrodyna- 
mischen und statistischen Teil der ersten Fassung 
seiner Theorie der schwarzen Strahlung. Wäh- 
rend die Wechselwirkung zwischen Resonatoren 
und Strahlungsfeld nach den Gesetzen der Elek- 
trodynamik vor sich gehen sollte, und daher ein 
Resonator jeden beliebigen Energiewert anneh- 
men konnte, wurde bei den -Betrachtungen über 
die Verteilung der zur Verfügung stehenden 
Energie auf die einzelnen Resonatoren die An- 
nahme gemacht, daß nur diskrete Energiestufen, 
nämlich Multipla von hv, möglich seien. 

An Hand der Fig. 1 können wir uns diesen 
Sachverhalt graphisch veranschaulichen: Wir 
wissen (§ 3), daß durch Angabe der Lage des 
Elektrons x (bzw. q) und des Impulses p der 
Zustand des linearen Resonators vollkommen be- 
stimmt ist. Daher entspricht einem jeden sol- 
chen Augenblickszustand, den man nach Gibbs 
eine „Phase“ des Systems nennt, ein Punkt des 
(p, q)-Diagramms oder, wie man sagt, der „Pha- 
senebene“. Mit der Zeit durchläuft der den Zu- 
stand eines Resonators repräsentierende Punkt 
eine Kurve, die „Phasenbahn“, welche, falls keine 
Energiezufuhr stattfindet, eine Ellipse ist (§ 3). 
Haben wir eine groBe Anzahl von Resonatoren, so 
entspricht einem jeden in jedem Augenblick ein 
Punkt des Diagramms und die Verteilung dieser 
Phasenpunkte gibt uns die Energieverteilung, 
wenn wir bedenken, daß die Energie in einem 


40 
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Punkt durch die Bestimmungsstiicke (nach $$ 2, 3 
A=b?/2m) der durch ihn hindurchgehenden 
Ellipse der konzentrischen Schar gegeben ist. 

Das Ziel der statistischen Betrachtungen ist es, 
die Dichte, mit welcher die Punkte im Diagramm 
verteilt sind, oder die „Phasendichte“, zu ermit- 
teln, und zwar für den wahrscheinlichsten Zu- 
stand des aus allen Resonatoren bestehenden Ge- 
samtsystems, bei welchem sich die Resonatoren 
untereinander und mit der Strahlung im Gleich- 
gewicht befinden. 

Nach dem ersten elektrodynamischen Teil der 
Untersuchung kann nun jeder Energiewert vor- 
kommen und deshalb müßte die Phasendichte 
kontinuierlich sein, d. h., es müßten in jeder Ent- 
fernung vom Nullpunkt Phasenpunkte liegen kön- 
nen. Auf der Mechanik und Elektrodynamik 
aufgebaute Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen sa- 
een uns indessen noch mehr aus: es ist aus 
ihnen a priori gewiß, daß die Phasendichte eine 
stetige Funktion des Ortes sein muß, welche auf 
den elliptischen Kurven konstante Werte anneh- 
mend, sich stetig vom Nullpunkt nach außen hin 
ändert. Der genauere Verlauf dieser Funktion soll 
gerade im zweiten statistischen Teil aufgefunden 
werden. Aber in diesem war Planck gezwungen, 
anzunehmen, daß die Punkte in der Phasenebene 
diskontinuierlich verteilt sind und nur auf den 
diskreten, der Beziehung A = hv genügenden (in 
Fig. 1 eingezeichneten) Kurven liegen können. 
Denn nur so war es möglich, zum richtigen Strah- 
lungsgesetz zu gelangen. 

Um diese Härten zu beseitigen und gleich- 
zeitig die nötig gewordene Abänderung der Elek- 
trodynamik auf ein Minimum zu beschränken, 
änderte Planck seine Hypothese insofern ab, als 
er annahm, daß zwar die Absorption des linearen 
Resonators nach den uns bekannten Gesetzen er- 
folgt, derselbe jedoch im allgemeinen nicht 
strahlen kann, d. h. daß er keine „Dämpfung“ 
besitzt. 

Auf dem Gebiete der Emission läßt sich unser 
Vorstellungsvermögen einen quantenhaften Pro- 
zeß viel eher gefallen; es wird daher angenom- 
men, daß Ausstrahlune nur in den Momenten 
stattfinden kann (aber nicht stattfinden muß), 
wenn die Energie des Resonators ein ganzes 
Vielfaches von hv beträgt. Ur? zwar soll er 
dannı auf einmal seinen gesamten Energieinhalt 
Da jetzt die Elektrodynamik von vorn- 
herein aufgegeben wird, so ist auch die Schluß- 
folgerung auf stetige Änderung der Phasendichte 
nicht mehr zwingend, aber mit Rücksicht auf die 
Absorptionsverhiltnisse muß sie nach wie vor 
kontinuierlich sein. Statt der Annahme der dis- 
kontinuierlichen Verteilung der Wahrscheinlich- 
keit führt Planck deshalb die neue ein, daß sie 
zwar kontinuierlich, aber unstetig verteilt ist: 
Innerhalb der ringförmigen Gebiete vom Fiächen- 
inhalt Ag —h, welche durch die ausgezeichneten 
Kurven der Fig. 1 begrenzt werden, soll die Wahr- 
scheinlichkeit oder, was dasselbe ist, die Phasen- 


abgeben. 
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dichte konstant sein und nur an den Grenz- 
kurven selbst zum nächsten Gebiet treppenartig 
abfallen (bzw. ansteigen). Fir die schwarze 
Strahlung ergibt sich unter diesen Voragıssetzun- 
gen dieselbe spektrale Verteilung wie unter den 
früheren. 

Das Wirkungsquantum A erhält somit die Be- 
deutung des numerischen Betrages eines Elemen- 
tarbereiches der Wahrscheinlichkeit, insofern als 
die Statistik zwischen verschiedenen Punkten 
eines solchen Bereiches Ag nicht unterscheidet. 

Die „statischen“ Phasenbahnen repräsentieren 
nach der neuen Auffassung nicht mehr die einzig 
möglichen Bewegungen, sondern sind nur inso 
fern ausgezeichnet, als sie die Begrenzungen der 
Elementarbereiche darstellen. Eine interessante 
Folgerung aus diesen Hypothesen besteht darin, 
daß man den Resonatoren ihre Energie nicht 
vollständig entziehen kann, indem man sie mit 
Strahlung von sehr geringer Intensität (d. h. 
sehr tiefer Temperatur) ins Gleichgewicht setzt. 
Denn wenn sich alle Phasenpunkte, von welchen 
jeder einen Resonator darstellt, im innersten Ele- 
mentarbereich befinden, so ist weitere Energie- 
verminderung nicht möglich, da nach obigem 
Ausstrahlung nur für Energiewerte A = nhv 
(d. h. von den statischen Kurven aus) stattfindet. 
Daher besitzt das System auch im absoluten Null- 
punkt der Temperatur eine sogenannte WNull- 
punktsenergie vom durchschnittlichen Betrage 
hv/2 pro Resonator. 

Geht man von dem linearen Resonator zur 
Betrachtung anderer Systeme über, so liegen die 
Verhältnisse ganz analog: immer kann man die 
statischen Bahnen entweder als die einzigen mög- 
lichen auffassen oder aber die Existenz aller mit 
der Mechanik vertriglichen Bahnen zulassen und 
die statischen nur als wahrscheinlichkeitstheore- 
tisch ausgezeichnete betrachten. Die letztere 
Auffassung, deren Vertreter Planck ist, hat in 
keinem Falle zu Widersprüchen mit der Er- 
fahrung geführt, vielmehr kann man vielleicht 
von ihr die Aufklärung einzelner, bis jetzt 
dunkler Probleme erwarten (spezifische Wärme 
zweiatomiger Gase). Eine scheinbare Schwierig- 
keit, die sich in einem Spezialfall (Theorie des 
totationspektrums) ergab, hat Planck neuerdings 
in überraschender Weise hinweggeräumt. Auch 
die Bohrsche Theorie ($$ 7, 8) läßt sich mit die- 
sem Standpunkt ohne weiteres vereinbaren, wenn 
man die Bedeutung der Bohrschen Frequenzbe- 
dingung etwas verschiebt: Man braucht nur an- 
zunehmen, daß Strahlung (bzw. Energieände- 
rung) normalerweise nicht stattfindet, wenn 
aber das Elektron gestört wird, dasselbe in eine 
neue Bahn überspringt, wobei die ausgesandte 
Schwingungszahl nach der Frequenzbedingung 
(16) durch die Energien der Grenzen des alten 
und neuen Elementarbereiches bestimmt wird. 


§ 17. Struktur des Phasenraumes. - Im 
Lichte der Ausführungen des letzten Paragraphen 
lassen sich die Standpunkte, welche den beiden 
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Fassungen (5) und (5a) bezw. (5b) der Planck- 
schen Quantenbedingung zugrunde liegen, wie 
folgt präzisieren: Im ersten Falle wird das Dop- 
pelintegral über Phasenpunkte, welche verschie- 
denen Energieinhalten eines Resonators ent- 
sprechen, ausgedehnt, d. h. die statischen Kur- 
ven, werden aus einer Betrachtung aller Zustände, 
welche der Resonator unter ganz verschiedenen 
Bedingungen annehmen kann, erschlossen. Im 
zweiten erstreckt sich die Integration über eine 
individuelle, ohne äußere Störung bei konstanter 
Energie verlaufende Bewegung des Resonators. 
Dementsprechend kann man auch bei der Behand- 
lung mehrdimensionaler Systeme an die eine oder 
die andere Auffassung anknüpfen. Den zweiten 
Weg hat Sommerfeld beschritten ($ 11), der erste 
wurde gleichzeitige von Planck eingeschlagen. 

Im allgemeinen Fall von f Freiheitsgraden 
mit den: Variablen q; und Impulsen p; 
@—1,2...f) entspricht einem Augenblickszu- 
stand oder einer „Phase“ des Systems ein spe- 
zielles Wertesystem der 2f Bestimmungsstücke 
pi. qi- Die Gesamtheit aller Phasen bildet nicht 
eine Ebene, sondern eine Mannigfaltigkeit von 
2f Dimensionen; einen idealen 2 f-dimensionalen 
„Phasenraum“, wenn man die pi, gi als recht- 
winkelige Koordinaten auffaßt. Auch hier fragt 
Planck nach den Elementargebieten AG der 
Wahrscheinlichkeit oder nach der „Struktur des 
Phasenraumes“. Da jedes einzelne Produkt p;- 4; 
schon die Dimension einer Wirkung hat, so muß 
der Rauminhalt des Elementargebietes (von 2 f- 
Dimensionen) 

A = hf 

gesetzt werden. Wie findet man nun die Begren- 
zungen der Elementarbereiche AG? Planck tut 
dies, indem er f Ausartungen der allgemeinen 
Bewegung des Sytems aussucht, von denen jede 
eindimensional verläuft, und die daher nach $ 3 
behandelt: werden können. Aus den Lösungen 
dieser Spezialfälle wird dann die allgemeine 
Lösung ' aufgebaut. 

Ob es in jedem Falle möglich. f ausgeartete 
Bewegungen von der geforderten Beschaffenheit 
anzugeben, ist noch nicht untersucht. Jedoch läßt 
sich diese Forderung jedenfalls in einer um- 
fassenderen Gruppe von Systemen erfüllen, als 
es die bedingt periodischen (§ 12) sind; und für 
diese letztere Klasse von Bewegungen lassen sich 
die Planckschen Vorschriften vollständig durch- 
führen. Z. B. wären bei der Keplerbewegung des 
$ 11 (f=2) die Kreisbahn (r =const) und die 
zu einer Geraden ausartende Ellipse vom Achsen- 
verhältnis Null (@ — const) zu betrachten; beim 
Starkeffekt (f—3) die drej auf. S. 247 be- 
sprochenen Ausartungen (Kreisbahn und die bei- 
den Pendelbahnen). Man kann nun allgemein 
zeigen, daß für ein bedingt periodisches System 
der Ausdruck für den Rauminhalt des Elemen- 
tarbereichs im allgemeinen in f Faktoren zerfällt. 

AGHAGQ'*AG,...-49; 
von denen jeder (Ag”) den Flächeninhalt eines Be- 
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Koordinatenebene 


(pi, ai) vom Betrage h darstellt; ferner, daß die 
quantentheoretisch ausgezeichneten (statischen) 
Bewegungen des Systems genau mit den durch die 
Bedingungen (29), (29°) des $ 12 festgelegten zu- 
sammenfallen'). Demnach waren in der Planck- 
schen Theorie die Quantenbedingungen (29) für 
bedingt periodische Systeme, nebst den aus ihnen 
in den §§ 13 und 15 für Spezialfälle gezogenen 
Schlüssen bereits implizite (obwohl, wie es scheint, 
bis jetzt nur teilweise erkannt) enthalten. 


reiches der entsprechenden 


Auf eine von Einstein?) gegebene interessante 
Fassung derselben Bedingungen können wir im 
Rahmen dieses Aufsatzes nicht eingehen, wir 
wollen jedoch an dieser Stelle einen wichtigen 
Gesichtspunkt, der an die Auffassung, daß die 
statischen Bahnen die einzigen möglichen sind, 
anknüpft und von Ehrenfest (1916) herrührt, 
kurz erwähnen. Man betrachte die Änderung, 
welche ein System erfährt, wenn man einen 
äußeren Parameter desselben (d. h. nicht eine der 
Variablen p, q) langsam beeinflußt, z. B. wenn 
man im Starkeffekt das äußere elektrische Feld 
allmählich anwachsen läßt. Einen solchen Pro- 
zeß nennt man eine ,,adiabatische Zustandsände- 
rung“, weil dabei die Energie des Systems nur 
durch Vermittlung des äußeren Parameters, nicht 
aber durch direkte Zuführung lebendiger Kraft 
verändert wird; genau wie bei der adiabatischen 
Kompression eines Gases eine Änderung des 
‘nergieinhalts nur durch die aufgewandte Arbeit 
und nicht durch direkten Wärmeaustausch er- 
folgt. Im Anfangszustand führt das System 
nach der Quantentheorie irgend eine statische 
Bewegung aus; geht man von einer sölchen aus, 
und unterwirft dasselbe einem unendlich lang- 
samen adiabatischen Prozeß, so kann man einer- 
seits die Quantenbedingungen vorübergehend 
außer Acht lassen und nach der Bewegungsform 
fragen, welche aus der ursprünglichen rein 
mechanisch hervorgeht. ‚Denn die Anfangsbe- 
wegung erfährt bei diesem Prozeß nach den Ge- 
setzen der Mechanik eine stetige Veränderung, 
so daß ihr ganz eindeutig in jedem Augenblick 
eine neue entspricht. Andererseits könnte man für 
jeden Wert des Parameters die Quantenbedingun- 
gen aufstellen und die mit ihnen verträglichen 
statischen Bahnen ermitteln. Es entsteht nun die 
Frage, ob Mechanik und Quantentheorie sich un- 
unterbrochen gegenseitig stören und durch- 
kreuzen, oder ob sie übereinstimmend auf die- 
selben Bewegungsformen führen? Der Inhalt der 
Ehrenfestschen Adiabatenhypothese beteht darin, 
daß das Letztere angenommen wird: Quanten- 
theoretisch zulässige Bewegungen gehen durch 
einen unendlich langsamen adiabatischen Prozeß 


1) Nach unveréffentlichten Urversuchungen des Ver- 
fassers. In gewissen Spezialfällen muß man von bei- 
den Standpunkten aus an Stelle von p in (29) p—po 
(vgl. § 3) schreiben. . 

2) A. Einstein, Verh. d. D. phys. Ges. 19, S. 82, 
1917. 
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(rein mechanisch) wieder in quantentheoretisch 
zulässige über. Hieraus folgt, daß diejenigen 
Konstanten der Bewegung, welche nach den 
Quantenbedingungen (25) der Universalkonstan- 


ten n.h gleich gesetzt werden, sich während 


einer adiabatischen ’Zustandsänderung nicht 
ändern können oder, wie man sich ausdrückt, 


„adiabatisch invariant“ sind. Die Prüfung dieser 
Hypothese für periodische (Ehrenfest) und be- 
dingt periodische (Burgers) Systeme ergab, daß 
die Quantenintegrale der $$ 11 und 12 in der Tat 
adiabatische Invarianten darstellen. 

Die Adiabatenhypothese hat bereits zur Auf- 
klärung gewisser begrifflich schwieriger Fälle 
beigetragen; ihre Wichtigkeit liegt auf der Hand, 
wenn man bedenkt, daß man durch adiabatische 
Prozesse von einfachen Systemen zu komplizier- 
teren übergehen kann. Natürlich kann man diese 
Hypothese auch auf den andern Standpunkt, daß 
die statischen Bewegungen nicht die einzig mög- 
lichen, sondern nur wahrscheinlichkeitstheoretsich 
ausgezeichnet sind, übertragen, indem man in 
ihrer Formulierung das Wort „zulässige“ durch 
„ausgezeichnete“ ersetzt. 

8 18. Schluß. — Durch die vorangehenden 
Ausführungen, besonders des II. und III. Ab- 
schnittes, wird der Leser den Eindruck gewonnen 
haben, daß die Plancksche Theorie auf dem noch 
jungen Gebiet ihrer Anwendungen auf die Ato- 
mistik und Spektroskopie bereits eine Reihe ge- 
sicherter Ergebnisse aufzuweisen hat, welche man 
ohne Übertreibung als große Erfolge bezeichnen 
kann, und welche den Versuch rechtfertigen, 
diesen Gegenstand einem größeren Leserkreise zu- 
ginglich zu machen. Jeder, der auf diesem Ge- 
biete arbeitet, ist sich indessen bewußt, daß wir 
noch weit davon entfernt sind, überall klar zu 
sehen: Noch viele begriffliche und rechnerische 
Schwierigkeiten müssen überwunden, viele pro- 
visorische Vorstellungen verschoben oder ersetzt 
werden. 

Zunächst wird man die Frage stellen, wie man 
bei allgemeineren mechanischen Systemen als die 
bedingt periodischen die quantentheoretisch zuläs- 
sigen Bewegungen auffinden kann. Ansätze zu 
ihrer Beantwortung sind bereits vorhanden: Wir 
haben bereits erwähnt, daß die Plancksche Be- 
handlungsweise über den Bereich des bedingt Pe- 
riodischen hinausgreift, wenn es auch nicht leicht 
sein dürfte, zu den eindeutigen Vorschriften für 
ihre allgemeine Durchführung zu gelangen. An- 
dererseits hat Burgers') auf eine von Delaunay 
(1860) in die Himmelsmechanik eingeführte Me- 
thode hingewiesen, deren begrifflicher Inhalt da- 
rin besteht, ein System durch eine Reihe nach 
bestimmten Verfahren sukzessive auszu- 
wählender bedingt periodischer Systeme beliebig 


einem 


weit zu approximieren. Der Verfasser war be- 
reits ohne Kenntnis der Delaunayschen Unter- 
1) J. M. Burgers, Smsterdam Proceedings, S. 170, 


1917. 
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suchung bei der Behandlung spezieller Beispiele 
auf die Möglichkeit einer solchen Approxi- 
mation aufmerksam geworden. Die von ihm 
nach diesem Verfahren ausgeführten Berech- 
nungen über das Spektrum des neutralen 
Heliums (Dreikörperproblem) scheinen aber lei- 
der zu keinen großen Hoffnungen auf die Me- 
thode zu berechtigen. Schließlich dürfte es mög- 
lich sein, die im letzten $ besprochene Adiabaten- 
hypothese von Ehrenfest als heuristisches Mittel 
zu verwenden. 

Dies sind indessen rein praktische Fragen, 
deren Lösung uns vielleicht schon die allernächste 
Zukunft bringen wird. Ernster jedoch scheinen 
die Schwierigkeiten zu sein, welche mit der prin- 
zipiellen Seite der von Bohr gemachten Annah- 
men ($$ 7, 8) zusammenhängen. Wir haben an 
verschiedenen Stellen erwähnt, daß sich die 
Quantentheorie in bewußten Gegensatz zur Elek- 
trodynamik setzt und der letzteren - im Atom- 
innern nur eine beschränkte Gültigkeit zugesteht. 
Wie muß man aber die Elektrodynamik abändern, 
um diese Gegensätze auszugleichen? Daß es 
eine Synthese der beiden Lehren ist, welche 
uns fehlt, sieht man u. a. aus dem folgen- 
den Umstand: Der Starkeffekt wird durch die 
Quantentheorie vollständig erklärt, während die 
Elektrodynamik für ihn versagt; umgekehrt ist 
es bis jetzt bei der scheinbar verwandten Erschei- 
nung des Zeemaneffekts (Aufspaltung von Spek- 
trallinien im Magnetfelde), hier kommt man vor- 
läufig mit der Elektrodynamik weiter als mit der 
Quantentheorie (wenn auch zu keiner vollständigen 
Erklärung). Warum findet während der Bewegung 
in einer statischen Bahn keine Strahlung statt, und 
wie liegen die Verhältnisse, während das Elektron 
von einer statischen Bahn zu einer andern springt? 
Die einzigen Tatsachen, welche uns über den letz- 
teren Vorgang bekannt sind, sind die Bohrsche 
Frequenzbedingung ($ 8) und die Polarisations- 
regel beim Starkeffekt ($ 15). Und diese beiden 
Gesetze tragen in ihrer heutigen Fassung einen 
gewissermaßen teleologischen, den Naturforscher 
geradezu verletzenden Charakter, so daß viele 
Fachgenossen sich än diesen „Bauernregeln“ mit 
Recht stoßen. Es wäre in der Tat sehr erwünscht. 
den Emissionsvorgang in allen Einzelheiten zu 
überblicken und die Erklärung der erwähnten Ge- 
setze einzusehen. Wenn diese Forderungen für 
den Augenblick auch zu hoch gespannt erscheinen, 
so könnte man vielleicht schon jetzt mit mehr 
Aussicht auf Erfolg versuchen, durch Einbezie- 
hen der Freiheitsgrade des Äthers die Frequenz- 
bedingung auf dieselbe Form (25) zu bringen, wie 
die für die Materie Quantenbedin- 
gungen.*) 

Wenn demnach die Quantentheori« 


eültieen 
noch viele 


1) Wie A. Rubinowicz (Phys. Zs. 18, S. 96, 1917) 
gezeigt hat, läßt sich dies für die Theorie der schwar- 
zen Strahlunz durchführen; auch die im letzten Satz 
des Textes enthaltene Bemerkung verdanke ich Herrn 
Rubinowicz. 
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Lücken auszufüllen hat, vielleicht sogar erst in 
den Anfängen steckt, können wir immerhin mit 
lem Tempo des Anwachsens der Kenntnisse vom 
Atom, welche wir ihr verdanken, zufrieden sein. 
Wer den Gang der Entwicklung in der letzten 
Zeit und die erreichten Erfolge ohne Voreinge- 
nommenheit überblickt, muß zugeben, daß das 
Werk von Max Planck uns auf dem Wege zum 
letzten Ziel der exakten Naturwissenschaften, der 
Erkenntnis der Struktur von Materie und Äther, 
um eine Strecke weitergebracht hat, welche noch 
vor wenigen Jahren auch den kühnsten Hoff- 
nungen in weite, unbestimmte Ferne zu führen 
schien. 


Über den Begriff des Zufalls 
und den Ursprung der Wahrscheinlich- 
keitsgesetze in der Physik. 


Von Prof. M. v. Smoluchowski f, Krakau. 


E 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche seit 
Beginn ihrer Entwicklung mit größtem Erfolg 
hauptsächlich in dem sonst der mathematischen 
Behandlung wenig zugänglichen Bereich sozialer 
und biologischer Vorgänge angewendet wurde, hat 
sich in den letzten Zeiten ein überaus wichtiges 
Anwendungsgebiet erobert: die Physik. Und 
zwar ist damit nicht etwa die seit Gauf’ Zeiten 
als eigene Hilfsdisziplin ausgebildete Theorie der 
Fehlerausgleichung bei physikalischen Messungen 
gemeint, sondern gerade das eigentliche Gerüst 
dieser Wissenschaft, das System der theoretischen 
Physik. 

Zum ersten’ Male in den Jahren 1857—1860 
von Clausius und Maxwell als eigenartiges mathe- 
matisches Hilfsmittel in. die kinetische Gas- 
theorie eingeführt, hat die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, nach einer vorübergehenden Periode 
der Stagnation, infolge des schließlichen Sieges 
der atomistischen Anschauungsweise eine*für die 
Physik ganz grundlegende Bedeutung gewonnen 
und bildet heute das wichtigste Werkzeug bei 
Forschungen auf dem Gebiete der modernen 
Theorien der Materie, der Elektronik, Radioakti- 
vität und Strahlungstheorie. Entspricht doch ihr 
Wesen durchaus der heute zur Herrschaft gelang- 
ten Tendenz, sämtliche Gesetze der Physik!) — 
nach dem Vorbild der kinetischen Gastheorie — 
auf Statistik verborgener Elementarereignisse zu- 
rückzuführen, wobei die „Einfachheit“ derselben 
als sekundäre Folge des Wahrscheinlichkeitsge- 
setzes „der großen Zahlen“ aufgefaßt wird. 

Trotz dieser enormen Ausdehnung des An- 
wendungsbereiches der Wahrscheinlichkeitsrech- 





1) Von dieser Tendenz sind bisher nur die Lorentz- 
schen Gleichungen der Elektronentheorie, das Energie- 
gesetz und Relativitätsprinzip unberührt geblieben, 
aber es ist wohl möglich, daß im Laufe der Zeit auch 
hier exakte Gesetzesformen durch statistische Regel- 
miBigkeit ersetzt werden dürften. 


nung hat die exakte Analyse der ihr zugrunde 
liegenden Begriffe nur geringe Fortschritte ge- 
macht; es gilt wohl noch heute der Satz, daß 
keine zweite mathematische Disziplin auf so un- 
klaren und schwankenden Grundlagen aufgebaut 
ist. So werden die Grundfragen nach der Sub- 
jektivität oder Objektivität des Wahrscheinlich- 
keitsbegriffes, nach der Definition der Zufällig- 
keit usw, von verschiedenen Autoren in diametral 
entgegengesetzter Weise beantwortet. Insbeson- 
dere ist auch eine allgemeine und mathematisch 
exakte Präzisierung der für die Anwendbarkeit 
dieser Rechnungsmethode charakteristischen Be- 
dingungen noch immer ausständig, und man 
pflegt sich in dieser Hinsicht meist auf ein intui- 
tives Wahrscheinlichkeitsgefühl zu verlassen. 

Als kleiner Beitrag zu derartigen Unter- 
suchungen mögen die nachfolgenden Bemerkun- 
gen aufgefaßt sein, welche von der Anwendung 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Physik 
ausgehen, in der gewisse grundsätzliche Schwie- 
rigkeiten in besonders krasser Form auftreten. 
Ich will eingestehen, daß gerade das Unbefriedi- 
gende der diesbezüglichen Ausführungen in ge- 
wissen, sonst höchst beschtenswerten neueren 
Werken die Entstehung dieser Studie veranlaßt 
hat. Im übrigen bezweckt dieselbe selbstverständ- 
lich keineswegs eine allseitige und endgültige 
Aufklärung des ganzen damit zusammenhängen- 
den Komplexes philosophischer Fragen, sondern 
will nur eine Änregung zu weiteren Untersuchun- 
gen in einer bestimmten Richtung geben, indem 
einige Leitgedanken hervorgehoben werden, 
welche die bisher allzusehr vernachlässigte objek- 
tive Seite des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ins 
rechte Licht setzen sollen. 


II. 


Die Frage, welche Ereignisse in den Geltungs- 
bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung fallen, 
wird wohl allgemein dahin beantwortet: die- 
jenigen, deren Eintritt vom Zufall abhängt. Die 
Untersuchung dieses letzteren Begriffes ist also 
jedenfalls das Primäre, und wir werden uns vor 
allem klar zu machen suchen, wodurch das Wesen 
des Zufalls gekennzeichnet ist. Damit hängen 
zwei vielumstrittene Probleme zusammen, deren 
Schwierigkeit angesichts der exakten mathemati- 
schen Spekulationen der theoretischen Physik 
sich besonders fühlbar macht, nämlich: 

1. Wie ist es möglich, daß sich der Effekt 

des Zufalls berechnen lasse, daß also zu- 
fällige Ursachen gesetzmäßige Wirkungen 
haben ? 
Wie kann der Zufall entstehen, wern alles 
Geschehen nur auf regelmäßige Natur- 
gesetze zurückzuführen ist? oder mit an- 
deren Worten: Wie können gesetzmäßige 
Ursachen eine zufällige Wirkung haben? 

Betrachtet man in populärer Weise den Zu- 
fall als die Negation des Gesetzmäßigen, so sind 
diese Widersprüche gewiß vollständig unüber- 


bo 
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brückbar. Ein solcher Zufallsbegriff ist jedoch 
mit dem in der heutigen Wissenschaft herrschen- 
den Determinismus unvereinbar. Meist pflegt 
man sich also die Sache durch die Annahme zu 
erklären, daß zwar zwischen der betreffenden Ur- 
sache und Wirkung ein gesetzmäßiger, kausaler 
Zusammenhang besteht, daß aber die Art des Zu- 
sammenhanges für uns wegen der Komplikation 
der Erscheinung nicht erkennbar ist, wodurch der 
Schein der Gesetzlosigkeit entsteht. In diesem 
Sinne wäre der Zufall als eine uns „unbekannte 
Teilursache“ zu bezeichnen. Damit dürfte wohl 
auch Meinongs!) Auffassungsweise näher ver- 
wandt sein, als es den Anschein hat, 
welcher zufolge Zufälligkeit die ,,Tatsich- 
lichkeit“ von etwas „Nichtnotwendigem“ be- 
deuten würde; dabei soll nämlich die negierte 
Notwendigkeit entweder eine innere oder äußere 
(relativ zu einem gewissen Komplex von Objek- 
tiven) sein. Wenn man nun vom deterministischen 
Standpunkt aus Ursache und Wirkung als stets 
durch die inneren. Notwendigkeitsbeziehungen 
der Teilereignisse verkettet ansieht, kann von 
Niehtnotwendigkeit nur in relativem Sinne die 
Rede sein: insofern die Notwendigkeit äußerlich 
nicht erkennbar ist, ‘also insofern ein Teil der 
wirkenden Ursachen unbestimmt ist. 

Diese herkömmliche Darstellungsweise, welche 
das Wesen des Zufalls auf unsere Unkenntnis der 
wirkenden Gesetze oder Ursachen zurückführt, 
könnte man allenfalls noch als Beantwortung der 
zweiten der oben angeführten Fragen gelten 
lassen, aber es bleibt die erste Frage ungelöst, 
wieso eine Berechnung der Wirkung unerkenn- 
barer Teilursachen möglich ist. 

Die mannigfaltigen philosophischen Analysen 
des Wahrscheinlichkeitsbegriffes geben hierüber 
keinen Aufschluß. Überhaupt handelt es sich 
dem Philosophen dabei meist um etwas ganz an- 
deres als dem Physiker. Er richtet seine Auf- 
merksamkeit vor allem auf die subjektiven, 
psychologischen Momente des Wahrscheinlich- 
keitsgedankens, analysiert die erkenntnistheore- 
tische Bedeutung desselben, untersucht, in wel- 
eher Weise sich wahrscheinliche Aussagen, neben 
wahren und falschen Aussagen, in das System 
der formalen Logik einordnen lassen, pflegt aber 
die Frage nach der Art der denselben zugrunde 
liegenden objektiven Tatsachen nicht näher zu be- 
rühren. 

Im Gegensatz hierzu interessiert sich die 
exakte Naturwissenschaft nicht für Aussagen und 
nicht für subjektive — berechtigte oder unbe- 
rechtigte Vermutungen?), sondern für die ob- 
jektive oder „mathematische“ Wahrscheinlichkeit, 
d. i. für die relative Häufigkeit des Eintretens 
bestimmter zufälliger Ereignisse. Sie gebraucht 


1) A. Meinong, Über Möglichkeit und Wahrschein- 
lichkeit, Leipzig 1915. . 

2) Meinong (loc cit.) führt den Wahrscheinlich- 
keitsgrad auf die Stärke „berechtigter Vermutungen“ 
zurück, 


ssenschaften 


also den — wie Meinong treffend bemerkt — so 
vieldeutigen Begriff der Wahrscheinlichkeit in 
einem sehr eingeschränkten Sinne, welchem jener 
Autor und andere Philosophen allerdings lieber 
die Bezeichnung Möglichkeitsgrad beilegen dürf- 
ten, welcher aber eben erst in diesem engeren 
Sinne einer exakt mathematischen Behandlung 
zugänglich wird. Es verhält sich damit ähnlich 
wie mit vielen anderen Ausdrücken, wie z. B. 
Kraft, Arbeit, Energie, Wärme, welche der Phy- 
siker in wesentlich anderem Sinne versteht, als 
dies im gewöhnlichen Leben üblich ist. 

Offenbar sind also, soweit die Anwendung in 
der theoretischen Physik in Betracht kommt, alle 
Wahrscheinlichkeitstheorien von vornherein als 
ungenügend zu betrachten, welche den Zufall als 
„unbekannte Teilursache“ auffassen. Die physi- 
kalische Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
kann nur von den Bedingungen abhängen, welche 
sein Zustandekommen beeinflussen, aber nicht 
von dem Grade unseres Wissens! 

Ich bin mir wohl bewußt, daß dies im Gegen- 
satz zu der allgemein üblichen Auffassung steht, 
welche eine teilweise Unkenntnis der Ursachen als 
das wesentliche hier in Betracht kommende Mo- 
ment ansieht, darum sei als Beleg für unsere Be- 
hauptung bemerkt: Die Wahrscheinlichkeits- 
rechnungen der kinetischen Gastheorie würden 
ihre Berechtigung auch dann behalten, wenn wir 
die Beschaffenheit der Moleküle, deren Anfangs- 
lagen usw. absolut genau kennen würden und im- 
stande wären, deren Bewegungen mathematisch 
exakt für alle Zeiten zu verfolgen. Sie wäre 
dann noch immer zum wenigsten ein ebenso ratio- 
nelles mathematisches Hilfsmittel wie die abge- 
kürzte Multiplikation oder die Benutzung der 
Logarithmentafeln (oder des Rechenschiebers) 
neben der üblichen exakten Multiplikation. 

Wie pflegen nun die Vertreter der herkömm- 
lichen Auffassung die Tatsache zu erklären, daß 
eine Berechnung der Wirkung unbekannter Teil- 
ursachen möglich ist? Sie berufen sich auf das 
‚Gesetz’ der großen Zahlen“ als ein zwar nicht 
beweisbares, aber empirisch unumstößlich er 
wiesenes Prinzip. So sagt z. B. Timerding!): 
.. . . die unverbrüchliche Kausalität in allem 
Naturgeschehen mag wohl aufrecht erhalten wer- 
den, sie reicht aber nicht hin, um die Regelmäßig- 
keit des Weltgeschehens vollständig zu erklären. 
Es gehört vielmehr die Tatsache hinzu, die wir 
als Gesetz der großen Zahlen bezeichnen, und die 
bewirkt, daß die Unregelmäßigkeiten, die sonst 
durch die zufälligen Ereignisse in die Welt hin- 
eingetragen werden, in dem Gesamtergebnis wie- 
der verschwinden Unser Verstand sträubt 
sich allerdings dagegen, ein solches Prinzip nur 
deshalb anzunehmen, weil hier und dort eine 
Richtigkeit bezeugt wird, vielmehr drängt er da- 
hin, auch einen inneren Grund für einen solchen 


1) H. E. Timerding, Die Analyse des Zufalls, S. 162 
(Vieweg 1915). 
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Ein solcher innerer Grund 
“ 


Ausgleich zu finden. 
läßt sich aber nicht ermitteln .... 

Das ist wohl eine wenig erfreuliche Lösung, 
und man wird trachten, einen anderen Ausweg 
aus dem Dilemma zu finden. Übrigens bemerkt 
beispielsweise Poincaré, daß auch in der abstrakten 
Mathematik von Wahrscheinlichkeitsgesetzen ge- 
redet werden kann, daß z. B. die Häufigkeit der 
Zahlen 1, 2, 3,.... an der letzten Stelle der 
Zahlenkolonnen einer Logarithmentafel dem ge- 
wöhnlichen Wahrscheinlichkeitsgesetz gleichmög- 
licher Fälle folgt. Wird sich der Mathematiker 
damit begnügen, hierin das Walten eines unbe- 
greiflichen, rein empirischen Gesetzes der großen 
Zahlen anzuerkennen ? 


III. 


Ein Fingerzeig zur Lösung der Frage scheint 
mir darin zu liegen, daß die oben erwähnten De- 
finitionen des Zufalls als unbekannter Teil- 
ursachet) und dergl. zweifellos viel zu weit sind. 
Als Leverrier bemerkte, daß die Bewegung des 
Uranus nicht genau mit der Vorausberechnung 
übereinstimme, sagte er nicht: das ist Zufall! — 
Wir haben keine Ahnung, wann eine magnetische 
Störung stattfinden wird, halten aber das Ein- 
treten derselben doch durchaus nicht für eine 
Sache des Zufalls. 

Es fehlt in diesen Beispielen ein ganz wesent- 
liches Merkmal desjenigen, was man im gewöhn- 
lichen Leben oder in unserer Wissenschaft als 
Zufall bezeichnet, und zwar läßt sich dieses kurz 


in die Worte fassen: Kleine Ursache — große 
Wirkung! Ein minimaler Unterschied im In- 
gangsetzen der Roulette — Gewinn oder Verlust 


einer Unsumme Geldes. Poincare, welcher hier- 
auf nachdrücklich hingewiesen hat, gibt zwar 
noch zwei Alternativmerkmale des Zufalls an?): 
Kompliziertheit vieler mitwirkender Ursachen 
oder gegenseitige Einwirkung zweier für gewöhn- 
lich zu unabhängigen Gebieten gehöriger Vor- 
giinge, doch glaube ich, daß sämtliche dazu ge- 
hörigen Fälle sich bei genauer Analyse ebenfalls 
unter jenen Gesichtspunkt einordnen lassen. 

Besonders charakteristisch tritt jenes Merk- 
mal in allen Fällen auf, wo es sich um einen 
Zustand labilen Gleichgewichts handelt. Denken 
wir uns einen „idealen“ Würfel auf eine Ecke ge- 
stellt, so ist die kleinste Verschiebung des 
Schwerpunktes aus der Vertikalen schon dafür 
entscheidend, auf welche der drei unten zusam- 
menstoßenden Flächen der Würfel zu liegen 
kommen wird. Welche‘ Zahl also obenauf er- 
scheinen wird, das, so sagt man, hängt vom Zu- 

1) Czuber (Wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 8) sagt 
„unbekannte und wechselnde Umstände“. Es ist wohl 
nicht recht klar, was mit „wechselnd“ gemeint ist 
und wie der Wechsel zu erkennen ist, wenn der Um- 
stand selber unbekannt ist. Vielleicht ist das aber ein 
intensives Herausfühlen der Kriterien, die wir später 
besprechen werden. 

2) H. Poincaré, Calcui des probabilites, Paris 1912, 
Introduetion, 
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fall ab. Mathematisch ausgedrückt: die Wir- 
kung y (obenauf erscheinende Zahl) hängt von 
der Ursache x (Lage des Schwerpunktes) derart 
ab, daß die Funktion y =f (x) in dem betreffen- 
den Gleichgewichtswerte x. eine Unstetigkeit auf- 
weist. 

Nebstbei bemerkt, setzt sich die Ursache in 
diesem Falle eigentlich aus zwei Variabeln zu- 
sammen: wenn man sich den Schwerpunkt O und 
die drei in der unteren Ecke E zusammenstoßen- 
den Kanten auf die Horizontalebene projiziert, 
sieht man, daß die Entfernung r=ÖE in der 
so erhaltenen Projektion für die Geschwindizkeit 
maßgebend ist, mit welcher das Umfallen erfolgt; 
die durch einen Winkel ® definierbare Richtung 
des Vektors OE in bezug auf die drei Kanten- 
linien für die Zahl, welche obenauf erscheinen 
wird. 

Nun entzieht sich aber ein derartiger Zufall 


‘jeder apriorischen Berechnung und kann auch 


niemals die Grundlage zur Anwendung der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung bilden. Denn solange 
man die bestimmenden Ursachen (Richtung und 
Größe des Vektors OE) nicht mit genügender 
Genauigkeit kennt, läßt sich bezüglich des Effek- 
tes überhaupt gar nichts voraussagen. Kennt man 
sie aber, so ist die Wirkung mit Gewißheit vor- 
auszusehen, und es bleibt kein Raum für Wahr- 
scheinlichkeit übrig. 

Als Beispiel eines unberechenbaren Zufalls sei 
noch ein anderer Fall angeführt: wenn ein Ar- 
tillerist mit einem mathematisch exakt schießen- 
den Geschütz nach einem Ziel schießt, dessen Ent- 
fernung ihm unbekannt ist. Es fehlt ihm die 
Kenntnis einer der Variabeln, von denen die rich- 
tige Elevation abhängt, und es wäre ein blinder 
Zufall, wenn er einen Treffer erzielen würde. 
Von irgend einer Vorausberechnung, von einer 
Wahrscheinlichkeit in unserem Sinne, kann da 
gar nicht die Rede sein, solange uns die Psycho- 
logie jenes Artilleristen nicht näher bekannt ist. 

Sobald wir aber wissen, daß derselbe eine ge- 
wisse Methode systematischen Einschießens an- 
wendet, oder sobald gewisse mechanische Hilfs- 
mittel von später zu besprechender Art (z. B. Ro- 
tation des Geschützrohres um die Lagerachse) mit- 
spielen, wird die Aufgabe eine ganz definierte, 
und läßt sich (mit Rücksicht auf die Größe des 
Zieles und seine Entfernung usw.) eine bestimmte 
Treffwahrscheinlichkeit angeben. 

Der einer Wahrscheinlichkeitsberechnung ent- 
sprechende — vielleicht darf man sagen: der „ge- 
regelte“ Zufall zeichnet sich also vor dem Zufall 
in weiterem Sinne durch ein wesentliches Cha- 
rakteristikum aus: eine gewisse Regelmäßigkeit 
der Wirkung bei oftmaliger Wiederholung des 
Vorganges, unabhängig von der speziellen Art der 
Ursache. 

Läßt man den vorher besprochenen Würfel 
aus der Höhe eines Meters auf eine ideal ebene 
(unvollkommen elastische) Unterlage fallen, so 
ändert sich jener Vorgang in wesentlicher Weise. 
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Der Würfel prallt ab, steigt empor und wiederholt 
diese Bewegungen mehrmals mit abnehmender 
Amplitude und unter Annahme scheinbar un- 
regelmäßiger Rotationsbewegungen, bis er auf 
irgend einer seiner sechs Seiten liegen bleibt. 
Auf welche er schließlich zu liegen kommt, muß 
natürlich von der Art der anfänglichen Ab- 
weichung aus der axial-lotrechten Stellung ab- 
hängen, aber die Funktion „= f(r, ©), welche 
diese Abhängiekeit ausdrückt, wird so beschaffen 
sein, daß bei kontinuierlicher Variation der zwei 
die Anfangslage definierenden Variabeln r, ® in 
äußerst raschem Wechsel Gebiete durchschritten 
werden, welche allen möglichen Endlagen -ent- 
sprechen, derart, daß bereits innerhalb eines 
äußerst kleinen Variabilitätsbereiches V der 
Achsenstellung (in bezug auf die Lotrechte) die 
den Zahlen 1—6 zugehörigen Bereiche ungefähr 
flächengleich werden. Die Größe V könnte man 
vielleicht mit dem Namen Ausgleichsgebiet be- 
legen. 

Würde man nun versuchen, den Würfel vor 
dem Fallenlassen durch menschliche Hilfsmittel 
in irgend einer Weise zu orientieren, so ist klar, 
daß dabei gewisse Einstellungsfehler trotz größter 
Sorgfalt unvermeidlich sind. Den Bereich dieser 
unvermeidlichen Fehler wollen wir als Schwan- 
kungsbereich Q bezeichnen, und man darf wohl 
annehmen, daß die Verteilungsfunktion (vr, ‘’), 
welche die relative Häufigkeit jener Fehler bei 
unzähliger Wiederholung der Versuche darstellt, 
einen regelmäßigen „analytischen“ Charakter be- 
sitze. Ist daher das durch die Art der zwangs- 
laufigen Funktion f(r, ®) bestimmte Ausgleichs- 
gebiet V klein im Vergleich zum individuellen 
Schwankungsbereich ®, so ist leicht einzusehen, 
daß schließlich für alle Zahlen 1—6 eine gleiche 
Wahrscheinlichkeit resultieren muß, unabhängig 
von der speziellen Art der beabsichtigten Ein- 
stellung und von der individuellen Variations- 
funktion @(r, 9). Das Einzelereignis ist also 
nicht vorauszusehen, wohl aber die Gesamtvertei- 
lung der Ereignisse bei fortgesetzter Wieder- 
holung. In einem solchen Falle waltet der Zufall 
in gesetzmäßiger Weise. 

Einfacher als der obige Fall ist das Beispiel 
der Roulette, an welchem Poincaré’) analoge Be- 
trachtungen anstellt, oder das Beispiel der einem 
Schützen als Ziel dienenden rotierenden Sek- 
torenscheibe. Ob derselbe einen schwarzen oder 
weißen Sektor treffen wird, hängt vom Zeitpunkt 
ab, wann das (feststehende) Gewehr abgedrückt 
wird. Man kann aber immer die.Scheibe in so 
rasche Rotation versetzen, daß die Treffsicher- 
heit des Schützen ausgeschaltet wird. Mag er 
sich in einem beliebigen Moment entschließen, 
loszudrücken, jedenfalls vergeht vom Entschluß 
bis zur Tat noch eine unbestimmte, in gewissen 
Grenzen variable Zeit, so daß die Wahrscheinlich- 
keit, daß der Schuß gerade zur Zeit £ losgeht, 


1) Poincaré, loc, .eit. 


wissenschaften 


durch eine (im Schwankungsbereich von £ bis 
tt von Null merklich verschiedene) Funktion 
@(t) dargestellt wird, von der anzunehmen ist, daß 
sie keine singulären Eigenschaften, wie Unstetig- 
keiten, außerordentlich viele Maxima und Minima 
und dergl., aufweist, deren Form aber sonst 
gleichgültig ist. 

Entfallen also auf den Schwankungsbereich t 
der Zeit genügend viele Rotationen der Scheibe, 
so verschwindet der Einfluß der individuellen 
Form der Verteilungsfunktion g(t), die Wahr- 
scheinlichkeit, einen weißen oder schwarzen Sek- 
tor zu treffen, hängt. dann nur vom relativen 
Flächeninhalt derselben ab. Man pflegt dann von 
jener Wahrscheinlichkeit schlechthin zu reden, 
ohne Rücksicht auf die Funktion 9, aber still- 
schweigend macht man doch betreffs @ die vorher 
erwähnten Annahmen. Jene Wahrscheinlich- 
keitsüberlegung würde beispielsweise ganz gegen- 
standslos werden, falls das Gewehr mit der Sek- 
torenscheibe mittels eines elektrischen Kontaktes 
in passender Weise verbunden wäre. 

In letzter Linie basiert die ganze Argumenta- 
tion offenbar auf der Tatsache, . daß jede (diffe- 
renzierbare) Funktion sich im Bereich genügend 
kleiner Veränderungen der unabhängigen Vari- 
abeln angenähert proportional mit denselben 
ändert, und sie Jäßt sich durch eine einfache geo- 
metrische Analogie illustrieren: wenn man auf 
Papier,. das in schmale, gleichbreite, alternierend 
weiße und schwarze Flächenstreifen zerlegt ist, 
aus freier Hand eine beliebige (aber nicht zu 
kleine und nicht zu ünregelmäßige!) geschlossene 
Kurve zieht, so wird der von derselben ausge- 
schnittene „weiße“ und „schwarze“ Flächeninhalt 
sehr nahe gleich groß sein, ohne Rücksicht auf 
die Art jener Kurve. Letztere entspricht dem, 
was wir individuellen Schwankungsbereich ge- 
nannt haben, während die Zerlegung des Papiers 
in Flächenstreifen durch die Art der zwangs- 
läufigen Kausalrelation y— f(x) bestimmt ist. 

„Somit sehen wir, wie für die Wirkung des 
Zufalls ein bestimmtes Gesetz resultieren kann, 
ohne Rücksicht auf die spezielle Form jener un- 
bekannten, primären Verteilungsfunktion 9, wo- 
mit der erste der im II. Abschnitte hervorge 
hobenen Widersprüche seine Aufklärung findet. 
Allerdings muß man zugestehen, daß unsere Über- 
legungén das eigentliche Wesen des Zufalls noch 
nicht erschöpfend darstellen, denn sie beruhen ja 
auf der Annahme einer Verteilungsfunktion 
für die zufälligen Schwankungen der Ursache, 
von der überdies eine gewisse Eigenschaft (ein 
„rerelmäßiger Verlauf“) vorausgesetzt wird. Die- 
ser Umstand findet seinen Ausdruck in einer — 
übrigens ganz zutreffenden Aussage, mit welcher 
sich Mathematiker!) über diese Fragen hinwegzu- 
setzen lieben: Aufgabe der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung .ist nicht Erklärung der Wahrschein- 
lichkeit eines Ereignisses, sondern die Ermitte- 

1) Siehe z. B. E. Borel, Le Hasard, Paris, Alcan, 
1914, S. 15. 
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lung derselben auf Grundlage einer anderen Wahr- 
scheinlichkeit, nämlich der als bekannt ange- 
nommenen Wahrscheinlichkeit eines einfacheren, 
dasselbe verursachenden (oder dadurch bewirk- 
ten) Vorganges. 
IV. 

Fassen wir das bisher Gesagte in verallge- 
meinerter Form zusammen: 

Man nennt Zufall eine spezielle Art von Kau- 
salrelationen. Man sagt nämlich gewöhnlich, 
daß ein Ereignis y vom Zufall abhängt, wenn es 
eine solche Funktion einer veränderlichen (eventl. 
auch ihrem Werte nach unbekannten oder ab- 
sichtlich ignorierten) Ursache oder Teilbedin- 
gung x ist, daß sein Eintreten oder Nichteintreten 
von einer sehr kleinen Änderung des x abhängt 
(„klein“ im Verhältnis zum Schwankungsbereich 
des x). 

Dieser populäre Zufallsbegrif{ eignet sich je- 
doch nicht als Grundlage eines exakt definier- 
baren Wahrscheinlichkeitsbegriffes. Von einem 
die Größe y betreffenden ‘mathematischen Wahr- 
scheinlichkeitsgesetz W (y) kann man erst dann 
sprechen, wenn die Kausalrelation y =f (x) außer 
der erwähnten Eigenschaft noch eine spe- 
zielle besitzt: nämlich wenn die Verteilupe 
der y, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen, 
unabhängig ist von der Art der Verteilungsfunk- 
tion @ (x), welche die relative Häufigkeit der x 
bestimmt (vorausgesetzt, daß die Funktion (x) 
einen „regelmäßigen“ Verlauf habe). 

Eine hierzu hinreichende mathematische Be- 
dingung läßt sich für den Fall einer einzigen un- 
abhängigen Variabeln leicht aufstellen, wenn man 
die früher dargelegten Beispiele ins Auge faßt. 
Es genügt nämlich, daß die Funktion y = f(x) 
einen derartigen „oszillierenden“ Charakter habe, 
daß: 

1. für jeden ze-Wert in dem  Schwan- 

kungsbereich & ein solches, im Ver- 

hältnis zu ® äußerst kleines Ar angeb- 
bar ist, daß die Funktion y=f(z) = 
f(ao +eAx) sämtliche y-Werte (innerhalb 
gewisser Grenzen) durchläuft, sobald die 

Variable e die Werte von O0 bis 1 durch- 

läuft; 

2. daß der Bruchteil des .e-Gebietes, welcher 
einem gewissen Gebiet von y-Werten ent- 
spricht, für alle innerhalb Q gelegenen xo- 
Punkte (annähernd) gleich groß ist. 

Für jedes x gibt es also einen kleinsten Be- 
reich Az, welchem eine Variation über alle 
Werte y entspricht, und die Größe desselben de- 
finiert gewissermaßen die Struktur der Kausal- 
funktion f(x); je „feinkörniger“ dieselbe ist, 
d. h. je kleiner jene Az sind, desto geringer sind 
die Anforderungen, welche man betreffs der ,,Re- 
gelmäßigkeit“ der primären Verteilungsfunk- 
tion @(x) stellen muß, um ein von der Art der- 
selben unabhängiges Resultat für die Vertei- 
lung W(y) zu erhalten. 


a 
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Natürlich ist dabei umgekehrt ein jeder 
y-Wert durch eine Menge verschiedener: £ reali- 
sierbar, d. h. die inverse Funktion ist in hohem 
Grade vieldeutig: die gleiche Wirkung kann durch 
sehr verschiedene ursächliche Konstellationen 
hervorgebracht werden — ebenfalls ein sehr cha- 
rakteristischer Zug jener Kausalrelationen, 
welche die Entstehung von Wahrscheinlichkeits- 
gesetzen veranlassen. 

Spezielle Beispiele derartiger funktionaler Zu- 
sammenhänge sind leicht zu geben, z. B.: 


12 
y = sin 
a 


klein ist im Vergleich zum Schwankungsbereich 


Setzen wir voraus, ‘daB a äußerst 


, . 3 2x 
der „Ursache“ x, so wird auch Axr— ~ sehr 


klein, und es resultiert für die „Wirkung“ y eine 
von der Wahrscheinlichkeit der x weitgehend un- 
abhängige Häufigkeitsverteilung: 


Wy)dy=— dy. 


x y1—y? 

Noch einfacher ist der früher betrachtete Fall 
der rotierenden Scheibe. Hierbei nehmen wir 
als x die Zeit ¢ an, zu welcher der Schuß losgeht, 
als y die Winkeldistanz © des Treffpunktes in der 
Scheibenebene (von einem bestimmten Radius 
derselben ab gerechnet). Es ist also: 0 = ct — 2na, 
wobei die Winkelgeschwindigkeit c eine sehr 
große Zahl sein soll und n immer so gewählt 
wird, daß 9 zwischen 0 und 2x gelegen sei. Der 
Bereich Ar ist offenbar auch in diesem Falle 


9 
; 2x R 
gleich Ax = „‚ und es werden alle Winkel 0 


gleich wahrscheinlich sein, wenn diese Größe klein 
ist im Vergleich mit dem Schwankungsbereich 
der Ursache. 

Es gibt jedoch außerdem noch zahlreiche der 
mathematischen Analyse nicht so leicht zugäng- 
liche Fälle, in denen rein physikalische Vorrich- 
tungen die Unabhängigkeit des resultierenden 
Wahrscheinlichkeitsgesetzes von der Art und 
Ursache der primären Schwankungen mit belie- 
biger Annäherung hervorbringen. Als typische 
derartige Fälle seien nachstehende Beispiele etwas 
eingehender besprochen: 

I. Das Galtonsche Brett. Es besteht aus 
einem geneigt aufgestellten Brett, in welches eine 
große Anzahl von Stiften, in regelmäßigen Hori- 
zontalreihen angeordnet, eingeschlagen wurden, 
und zwar ist die Anordnung derselben eine alter- 
nierende, so daß die Stifte jeder Reihe den Öff- 
nungen der beiden benachbarten Reihen ent- 
sprechen. Werden nun von einem gegebenen 
Punkt aus Kugeln von passender Größe (so daß 
ihr Durchmesser wenig kleiner sei als der freie 
Abstand zwischen zwei benachbarten Stiften) über 
das Brett rollen gelassen, so: werden sie infolge 
der Zusammenstöße mit jenen Stiften aus ihrer 
Bahn in unregelmäßiger Weise abgelenkt und 
sammeln sich schließlich nach Passierung sämt- 
licher Stiftreihen in den am unteren Brettrande 


41 








258 Smoluchowski: Begriff d.Zufalls u. d. Ursprung d. Wahrscheinlichkeitsgesetze usw. 


angebrachten Behältern an, so daß die Höhe, zu 
der sie in denselben reichen, direkt als Maß der 
Wahrscheinlichkeit der betreffenden Lage dienen 
kann. 

Es zeigt sich, daß sie sich daselbst gemäß dem 
Gaußschen Fehlergesetz: u — A e “= anordnen, 
so daß die meisten sich in der Fallinie des Aus- 
gangspunktes ansammeln, während ihre Zahl nach 
beiden Seiten zu nach Maßgabe der bekannten 
Glockenkurve abnimmt. Resultat ist 
mathematisch leicht erklärlich, sobald man an- 
nimmt, daß eine jede Kugel nach dem Austritt 
aus der Öffnung zwischen zwei Stiften gleiche 
Wahrscheinlichkeit dafür bietet, daß sie die 
nächste Stiftreihe zur Rechten oder zur Linken 
des darunterstehenden Stiftes passieren werde. 

Erfolgt nämlich dieser Vorgang ganz zu- 
fällig, mit gleicher Wahrscheinlichkeit für rechts 
und links, so läßt sich die Wahrscheinlichkeit, 
daß die Kugel beim Passieren der mten Stift- 
reihe eine dem n-fachen Nagelabstand gleiche 
seitliche Entfernung aus der Mittellinie besitze, 
nach dem bekannten Bernoullischen Satze zu 


W(n)= ( )" 
2 m ,(m , 

(>. (tn)! 
bestimmen, was für große Werte der Zahl m an- 
genähert in die vorerwähnte Formel übergeht. 
Es wird also die komplizierte Gesamterscheinung 
auf einfache Elementarvorgänge zurückgeführt, 
aber es bleibt noch aufzuklären, wieso letztere als 
ganz zufällie angesehen werden können, obwohl 
eigentlich die Anfangslage und Anfangsgeschwin- 
digkeit der Kugel die weitere Bewegung derselben 
eindeutig bestimmen sollte. 


Dieses 


m! 


Um unkontrollierbare Nebenumstände mög- 
lichst auszuschalten, idealisieren wir das Beispiel 
durch Voraussetzung vollständiger Glattheit der 
schiefen Ebene, exakter Anordnung der Stifte, 
exakter Kugelgestalt der Kügelehen und nehmen 
wir ferner an, der Kugeldurchmesser sei fast ge- 
nau gleich dem freien Abstand der Stifte, und 
die Stöße der Kugeln an letzteren mögen un- 
elastisch verlaufen. Offenbar ist dann die nach 
Austritt der Kugel zwischen zwei Stiften spuren- 
weise übrig bleibende Horizontalkomponente der 
Geschwindigkeit allein maßgebend dafür, ob der 
nächste Stift auf der rechten oder linken Seite 
getroffen wird, ob also die Kugel denselben auf 
der einen oder anderen Seite passieren wird. 
Jene Horizontalkomponente ist aber das Resultat 
vielfacher Reflexionen der Kugel zwischen jenen 
zwei Stiften und ist durch die Lage der Zentri- 
linie beim ersten Stoß zu der betreffenden Stift- 
reihe eindeutig bestimmt. Eine ganz minimale 
Lageninderung dieser Zentrilinie genügt, um zu 
bewirken, daß die Richtung jener Horizontälkom- 
ponente umgekehrt wird; bei weiterer äußerst ge- 
ringer Lagenänderung wird dieselbe wieder um- 
gekehrt usw. 

Wir erkennen im Obigen die wesentlichen 


Die Natur- 
wissenschaften 
Züge des „geregelten“ Zufalls: 1. „Kleine Ur- 
sache — große Wirkung“; 2. den oszillierenden 
Charakter der Kausalrelation, welcher sich unge- 
nau, aber bezeichnend auch durch die Worte 
ausdrücken läßt „Verschiedene Ursachen — 
gleiche Wirkungen“; 3. die annähernd gleich- 
mäßige Verteilung der Chancen der Elementar- 
ereignisse. Im Grenzfalle, wenn der Kugeldurch- 
messer genau gleich dem freien Abstand der Stifte 
ist, verliert die Funktion, welche den Zusam- 
menhang zwischen Anfangskonstellation und 
Endlage der Kugel darstellt, den analytischen 
Charakter. Die Chancen für eine positive und 
negative Verschiebung werden bei jedem Stoß 
genau gleich groß, und es wird sich die Gaußsche 
Glockenkurve herstellen, ganz unabhängig davon, 
wie klein auch die Schwankung der Anfangskon- 
stellation der Kugeln sei (vorausgesetzt, sie ist 
nicht genau gleich Null). Wir erhalten ein Mo- 
dell eines sozusagen ideal zufälligen Vorganges. 

Dieser Vorgang bildet, nebstbei bemerkt, eine 
treffliche Illustration einer ganzen Klasse physi- 
kalischer Erscheinungen, welche wir im allge- 
meinen als Diffusion und Wärmeleitung zu be- 
zeichnen pflegen. Ohne an dieser Stelle in Ein- 
zelheiten einzugehen, erwähnen wir beispielsweise, 
daß die seitlichen Verschiebungen, welche die 
Kugel beim Hindurchrollen durch die aufein- 
anderfolgenden Stiftreihen erfährt, genau mit 
den der sogen. Brownschen Molekularbewegung 
entsprechenden Verschiebungen übereinstimmen. 
Und würden wir diese Versuche dadurch modi- 
fizieren, daß wir ein „begrenztes Galtonsches 
Brett“ verwenden, dessen Seitenausdehnung durch 
zwei in der Fallinie verlaufende Leisten begrenzt 
ist, und daß wir aus allen Öffnungen der obersten 
Stiftreihe auf der rechten Hälfte des Brettes 
schwarze, auf der linken Hälfte weiße Kugeln 
austreten lassen, so würde deren allmähliche Ver- 
mischung beim Passieren der Stiftreihen genau 
der Diffusion zweier Gase in den bekannten Ver- 
suchen Loschmidts entsprechen. Besitzt das ,,be- 
grenzte Galtonsche Brett“ eine hinreichende 
Länge, so muß eine homogene Endverteilung re- 
sultieren 

II. Ein in mathematischer Hinsicht kompli- 
zierteres, aber physikalisch noch einfacheres Bei- 
spiel ist das folgende: Denken wir uns ein un- 
regelmäßig, aber im übrigen beliebig geformtes 
Gefäß mit vollkommen reflektierenden Wänden, 
in welches wir durch ein sehr kleines, in einer 
Wand angebrachtes Loch ein elastisches Kügel- 
chen (am besten ein Gasmolekül) hineinschleu- 
dern, und überlegen wir, wann das Kiigelchen 
wieder dureh jenes Loch aus dem Gefäß austreten 
dürfte. Sofern die Öffnung im Verhältnis zur 
ganzen Wandfläche genügend klein ist, wird die 
Kugel im allgemeinen infolge der vielfachen Re- 
flexionen einen äußerst komplizierten Ziekzackweg 
zurücklegen müssen, bis sie die Austrittsstelle 
erreicht, und es ist klar, daß eine ganz minimale 
Änderung der Anfangsrichtung noch längere Zeit 
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eine sehr erhebliche Änderung der Bahn und da- 
mit auch eine bedeutende Änderung der. Austritts- 
zeit hervorrufen muß. Ebenso begreift man, daß 
dieselbe Austrittszeit mittels sehr verschiedener 
Anfangskonstellationen zu erreichen ist — man 
braucht hierzu nur verschiedene Austrittsbahnen 
rückwärts zu verfolgen. Es scheint also die Mög- 
lichkeit einer Wahrscheinlichkeitsberechnung ge- 
geben zu sein. 

Allerdings ist eine exakte mathematische Ana- 


‘lyse wohl noch nicht durchgeführt worden, aber 


physikalische Überlegungen aus dem Gebiete der 
kinetischen Gastheorie, wie auch der Strahlungs- 
theorie, wo dasselbe Problem in anderer Form zur 
Sprache kommt, machen es plausibel, daß bei 
ganz beliebiger Verteilung der Anfangsrichtungen 
im Laufe der Zeit eine Ausgleichung der Wahr- 
scheinlichkeit stattfindet, so zwar, daß dann jedes 
Volumelement jenes Hohlraumes für die Kugel 
einen gleich wahrscheinlichen Aufenthaltsort 
bildet, daß sie sich in irgend einer Richtung gleich 
wahrscheinlich bewegt und daß sie durchschnitt- 
lich auf jedes Flächenelement der Gefäßwand 
gleich häufig auftrifft. 

Wird die Geschwindigkeit der Kugel mit ce, 
das Volumen des Gefäßes mit V, und der Quer- 
schnitt der freien Öffnung mit ® bezeichnet, so 
läßt sich nach Analogie mit gastheoretischen 
Reehnungen leicht nachweisen, daß die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß der Austritt der Kugel 
Zeitraumes t erfolge, beträgt: 

w=" : 

tJ 
also ist die durchschnittlich bis zum Austritt der 
Kugel aus dem Gefäß verflieBende Zeit: 
4V 
=. 
m¢ 

in noch weit höherem Grad kommen übrigens 
die charakteristischen Züge des (geregelten) Zu- 
falls zur Geltung, wenn es sich um die Bewegung 
einer Schar von Kugeln handelt, welche in ein 
geschlossenes Gefäß eingesetzt werden, da dann 
die gegenseitigen Zusammenstöße derselben vor 
allem die Wirkung haben, den ursprünglich vor- 
handenen Bewegungszustand in unregelmäßiger 


während des 


Weise zu stören. 

Es ist das. ein Spezialfall der von Boltzmann 
als allgemeine Eigenschaft molekularer Systeme 
erkannten Tendenz zur molekularen Unordnung, 
auf welcher die kinetische Erklärung des 
Entropiesatzes beruht. 

V. 

Die Überlegungen, durch die wir im Ab- 
schnitt III und IV das Wesen des Zufalls zu 
eharakterisieren und die Gesetzmäßigkeit seiner 
Wirkungen zu erklären suchten, scheinen 
mir, wie bereits vorher angedeutet wurde, in 
zweifacher Hinsicht nicht ganz befriedigend zu 
sein: 

1. Es wurde angenommen, daß die „Ursache“ x 

ein Wahrscheinlichkeitsgesetz p(x) befolgt. 
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also wurde dieser Begriff als etwas Pri- 
märes vorausgesetzt. Gegenstand der Er- 
klärung war nur die Unveränderlichkeit 
des Wahrscheinlichkeitsgesetzes für die 
resultierende Wirkung. 

2. Es wurden gewisse Eigenschaften der 
Funktion P(z) vorausgesetzt, welche wir 
als „Regelmäßigkeit“ bezeichnet haben. 

Diese zwei Bemerkungen machen uns vor allem 
auf einen mehr formalen Mangel unserer Dar- 
stellung aufmerksam. Was bedeutet es nämlich, 
wenn wir sagen, daß die Wahrscheinlichkeit des 
“intretens des x (Handbewegung beim Ingang- 
setzen der Roulette, Orientierung des fallenge- 
lassenen Würfels, der Kugel auf dem Galtonschen 
Brett) durch eine regelmäßige Verteilungsfunk- 
tion @(x) bestimmt ist? Handelt es sich um 
ein z, welches wir nicht auf noch frühere Ur- 
sachen zurückführen können, so wäre das Gesetz 
(x) nur empirisch erkennbar. Unmittelbar ge- 
geben sind aber nur diskrete Einzelfälle, und erst 
durch Abstraktion auf Grund unzählig vieler Sp>- 
zialfälle kommt man dazu, auf deren Grund die 
Häufigkeitsfunktion (zr) zu formulieren, von 
welcher die Eigenschaft (2) vorausgesetzt wird. 

Es wäre also weit rationeller, den Umweg über 
die abstrakte Verteilungsfunktion @ (x) zu ver- 
meiden und direkt nur eine gewisse Menge von 
Einzelfällen in Betracht zu ziehen. Versuchen wir 
also anstatt der hervorgehobenen Stelle des IV. Ab- 
schnittes folgenden Satz zu setzen: Von einer 
mathematischen Wahrscheinlichkeit kann nur 
dann die Rede sein, falls die den kausalen Zu- 
sammenhang zwischen zufälliger!) Ursache x und 
Wirkung y darstellende Funktion y — f(x) der- 
art beschaffen ist, daß einer beliebig verteilten 
Menge von x-Werten immer annähernd eine und 
dieselbe Verteilung der zugehörigen y-Werte ent- 
Dabei soll das Wörtehen „annähernd“ 
ausdrücken, daß exakte Identität der y-Vertei- 
lungen nur bei unendlich zahlreichen Einzelfällen 
(Mengen) zu erwarten ist. 

Am klarsten übersieht man diese Verhältnisse 
bei der rotierenden Scheibe: im allgemeinen wird 
dieselbe von den Treffpunkten ungefähr gleich- 
förmig überdeckt sein, falls eine genügende An- 
zahl von Schüssen in beliebigen Zeitintervallen 
abgegeben wird, und die Verteilung der Treffer- 
dichte auf der Scheibe wird verhältnismäßig desto 
gleichférmiger sein, je größer die Anzahl der 
Schüsse. Nun sind aber offenbar auch ganz ab- 
weichende Ergebnisse möglich. Wären z. B. alle 
Zeitintervalle gleich und mit der Umlaufszeit de: 
Scheibe kommensurabel, so würden sich all 
Treffpunkte auf gewisse Stellen konzentrieren. 
während der Rest der Scheibe leer bleiben würde. 
Das wäre ein entscheidender Einwand gegen die 
Anwendbarkeit der in Rede stehenden Formulie- 
rung unseres Satzes, wenn uns nicht die Er- 
wägune zu Hilfe käme, daß derlei abweichende 


spricht. 


!) „Zufällig“ in dem vorher definierten Sinne. 
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Anordnungen nur gewisse „singuläre* Aus- 
nahmefälle bilden, deren Häufigkeit im Verhält- 


nis zu. allen möglichen Anordnungen offenbar 
verschwindend klein ist. _In der Mengenlehre be- 
weist man bekanntlich, daß es — populär aus- 


gedrückt unendlichmal so viele irrationale 
Zahlen gibt als ganze Zahlen, und in analoger 
Weise sieht man ein, daß unter allen möglichen 
Intervallängen diejenigen, welche mit der vor- 
gegebenen Umlaufszeit kommensurabel sind, nur 
einen unendlich kleinen Bruchteil bilden. Wer- 
den also aufs Geratewohl verschiedene Interval- 
längen gewählt, so ist es unendlich wenig wahr- 
scheinlich, daß man gerade solche treffen werde, 
welche mit der vorgegebenen exakt kommensurabel 
sind. Somit wird ,,im allgemeinen“ eine an- 
nähernd gleichförmige Uberdeckung der Scheibe 
resultieren. 


Analoges gilt auch in anderen Fällen. Hat 
z. B. das im Abschnitt IV (2) erwähnte Gefäß 
die Gestalt eines „mathematischen Würfels“, so 
ist leicht einzusehen, daß die hineingeschleuderte 
Kugel sich trotz beliebig vieler Reflexionen nur 
in einer von acht bestimmten Richtungen be- 
wegen kann. Es genügt aber eine beliebig kleine 
Abweichung der Neigungswinkel der Wände, um 
diese Anordnung nach entsprechend langer Zeit 
zum Verschwinden zu bringen und sämtliche 
Richtungen des Raumes für die Bewegung der 
Kugel gleich wahrscheinlich zu machen. Falls 
also nicht ein speziell „ad hoc“ mathematisch ge- 
nau konstruiertes Gefäß ausgesucht wird, so 
müssen inherhalb einer Schar derartiger Kugeln 
derselben an den Gefäßwänden 
gegenseitigen Zusammen- 
Bewegungs- 


die Reflexionen 
(außerdem auch die 
stöße!) eine Gleichverteilung der 
richtungen im Raume hervorbringen. 


Bis in alle Einzelheiten lassen sich diese Ver- 
hältnisse in einem ähnlichen, aber zweidimensio- 
nalen Beispiele übersehen, in welchem: die mit 
den Reflexionen an den Wänden verbundenen 
Diskontinuitäten vermieden werden sollen. Stellen 
wir uns einen Punkt vor, welchen wir unter Ein- 
fluß willkürlich gewählter, voneinander unab- 
hängiger elastischer Kräfte X, Y eine zusammen- 
gesetzte Schwingungsbewegung: z—asinat, 
„—bsinßt, ausführen lassen, wie dies beispiels- 
weise bei der Darstellung der Lissajouschen Fi- 
euren in der Akustik zeschieht. 


Würde es uns gelingen, die betreffenden elasti- 
schen Systeme (Stimmgabeln) derart abzugleichen, 
daß die beiden Schwingungszahlen miteinander 
kommensurabel werden, so würde der betreffende 
Punkt nur eine geschlossene Kurve in periodi- 
scher Weise zurücklegen, ohne die übrigen Teile 
der Fläche des Rechteckes ab zu durchstreichen. 
Kommt aber hierbei mathematische Genauigkeit 
in Betracht, so würde dies offenbar einen ganz 
ausnahmsweisen Spezialfall bilden, welchen wir 
mit menschlichen Hilfsmitteln nie zu erreichen 
hoffen können, da es unendlich wahrscheinlicher 


Die Natur- 
wissenschaften 
ist, daß sich ein irrationales Verhältnis der 
Schwingungszahlen einstellt. Im allgemeinen 


entsteht also eine ungeschlossene Kurve, welche 
jedem innerhalb des Rechteckes ab gelegenen 
Punkte beliebig nahe kommt, und zwar findet man 
leicht, daß die relative Häufigkeit (gleich der 
relativen Zeitdauer), mit welcher der schwingende 
Punkt in einem gewissen, an der Stelle x, y ge- 
legenen Flächenelement angetroffen wird, gegeben 


ist durch: 


l 
= da dy 


ya? — x? yb? — y? 


1 
W (x, y) dx dy = ~3" 


und zwar ist dieses Wahrscheinlichkeitsgesetz, 
wie wir sehen, von der Art der Festsetzung der 


Schwingungszahlen (bzw. der Kräfte X, Y) im, 


allgemeinen ganz unabhängie. — Bemerkt sei 
dazu noch, daß durch die obigen Schwingungs 
gleichungen zu jedem Punkt der durchlaufenen 
Fläche eine (bzw. zwei) Fortschreitungsrichtung 
und eine gewisse Bewegungsgeschwindigkeit zu- 
geordnet ist. Falle nun anstatt eines einzigen 
vom Nullpunkt ausgehenden Punktes eine ganze 
Schar derartiger, aber anfangs willkürlich über 
jene Fläche verteilter Punkte gemäß jenen For- 
meln in Bewegung gesetzt wird, so ergeben ganz 
analoge Überlegungen wie vorher, daß im allge 
meinen nach entsprechend langer Zeit die Spuren 
der ursprünglichen Anordnung der Punkte ver 
schwinden, und eine von der Art derselben unab- 
hängige Verteilung nach Maßgabe des eben ange 
führten Wahrscheinlichkeitsgesetzes resultiert. 


In ähnlicher Weise ist leicht einzusehen, daß 
andauerndes Durchrühren zweier in ‘einem Gefäß 
anfänglich gesonderter Farbstofflösungen im all- 
gemeinen eine homogene Mischung bewirkt, dab 
eine Schar von Gasmolekülen, welche in einem 
geschlossenen Raume ursprünglich beliebig ange- 
ordnet wurden, sich im allgemeinen im Laufe der 
Zeit über denselben ohne Rücksicht auf die an- 
fängliche Anordnung so verteilt, als ob ihre 
Lagen ganz zufällig (mit gleicher Wahrscheinlich- 
keit für alle Volumelemente) wären. Dies recht- 
fertiet eben die Benützung der üblichen Methoden 
der kinetischen Gastheorie zur Berechnung solcher 
Größen, in denen die Durchschnittswirkung einer 
eroßen Molekülzahl zum Vorschein kommt. 


In allen’derartigen Fällen sind singuläre Aus- 
nahmefälle theoretisch möglich, kommen aber 
wegen ihrer verschwindend geringen Wahrschein- 
lichkeit praktisch nicht in Betracht. Wenn wir 
aber, um diesbezüglichen Einwänden zu begegnen, 
deren Möglichkeit in der Formulierung unseres 
vorherigen Satzes (S. 259) berücksichtigen, so 
müssen wir in demselben das Wörtchen „immer“ 
durch den Ausdruck „im allgemeinen“ — d. h. 
mit Ausnahme prozentuell verschwindend wenig 
zahlreicher Ausnahmefälle — ersetzen. 

Vielleicht ist aber folgende, etwas präzisere 
Form vorzuziehen: Für eine Wirkung y, welche 
von der unvollständig bestimmten Ursache x ab- 
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hängt, besteht ein Wahrscheinlichkeitsgesetz, 
wenn die den betreffenden kausalen Zusammen- 


hang darstellende Funktion y=f(z) gewisse 
Eigentümlichkeiten besitzt, nämlich wenn: 


1. kleine Änderungen von x im allgemeinen große 
Änderungen von y hervorrufen; 2. die Menge 
solcher Gruppierungen von x-Werten, welchen 
annähernd eine und dieselbe Gruppierung von 
y-Werten entspricht, unermeflich zahlreicher 
ist als die Menge der x-Gruppierungen, welchen 
merklich abweichende y-Verteilungen entsprechen. 


Vom mathematischen Standpunkt aus wäre 
dieser Satz gewiß noch schärfer zu fassen, aber 
die obige Formulierung dürfte den Grundgedan- 
ken, auf welchen es hier ankommt, in genügend 
verständlicher Weise hervorheben. Wir machen 
auf einen Umstand noch ausdrücklich aufmerk- 
sam, welcher in dem eben Gesagten wie auch in 
fast allen unseren Beispielen klar zutage tritt: 
vollständige Zufälligkeit und dementsprechende 
Reinheit der Wahrscheinlichkeitsrelation bildet 
offenbar einen /dealfall, welcher in Wirklichkeit 
mit größerer oder geringerer Annäherung erreicht 
wird. In den praktischen Anwendungen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ist man meist durch 
eine sehr rohe Annäherung vollkommen befriedigt. 

VI. 

Noch wichtiger als die mehr formale Frage, 
die uns im vorigen Abschnitt hauptsächlich be- 
schäftigte, scheint mir die Frage nach der eigent- 
lichen Genese des Zufalls zu sein, welche durch 
den ersten der beiden daselbst erwähnten Ein- 
wände nahegelegt wird, teilweise allerdings auch 
schon in den betreffenden Beispielen ihre Beant- 
wortung findet. Die zufällige Variabilität der 
Ursachen, auf welche sich unsere ursprüngliche 
Erklärung des Gesetzes der großen Zahlen stützte, 
ist ohne weiteres verständlich, wenn es sich um 
Experimente handelt, welche von menschlicher 
Hand ausgeführt werden; es wird da der Zufall 
in letzter Linie auf psychologisch-physiologische 
primäre Ursachen zurückgeführt. Wenn aber der 
Mensch, samt seinen unberechenbaren launischen 
Einfällen, ganz ausgeschaltet wird, wenn man an- 
nimmt, daß die einen physikalischen Vorgang be- 
stimmenden Umstände ganz exakt definiert sind, 
kann da der Begriff der Wahrscheinlichkeit keine 
Anwendung finden? 


Meist wird dies behauptet, während uns die 
Beispiele der beiden vorhergehenden Abschnitte 
eines Besseren belehren. Wird eine einzige Kugel 
in ganz bestimmter Weise auf ein „begrenztes“ 
Galtonsches Brett gesetzt, dessen Stiftreihen 
außerordentlich zahlreich sind, und entwirft man 
eine Statistik der Stellen, wo sie die nachein- 
anderfolgenden Reihen passiert, so wird man fin- 
den, daß alle Werte der Abszissen annähernd 
eleich häufig vorkommen; sie sind gleich wahr- 
scheinlich, und diese Behauptung bezeichnet hier 
eine objektive, vom Menschen unabhängige Tat- 
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sache. Im Beispiele (2) läßt sich der Ort, wel- 
chen die in bestimmter Richtung hineingeschleu- 
derte Kugel in einem bestimmten Zeitpunkt ein- 
nehmen wird, theoretisch voraus berechnen, falls 
die Gestalt des Gefäßes mathematisch exakt ge- 
geben ist, aber ohne weiteres ist ersichtlich, daß 
alle Bewegungsrichtungen im Laufe der Zeit 
gleich häufig vorkommen, und daß die Kugel alk 
Teile des Gefäßes annähernd gleich häufig passie- 
ren wird. 


Ebenso ist im Beispiele der zusammengesetzten 
Schwingung (V. Abschnitt) die Wahrscheinlich- 
keit ganz klar definiert als relative Häufigkeit. 
mit welcher der bewegliche Punkt (innerhalb 
langer Zeiträume) in einem gewissen Flächenge- 
biete anzutreffen ist, obwohl dabei von einer Va- 
riation der die Bewegung bestimmenden Anfangs- 
bedingungen gar nicht die Rede ist. 


Es läßt sich nämlich der Begriff der objektiven 
Wahrscheinlichkeit in ganz analoger Weise auf 
alle solche unvollständig determinierten (,„zufälli- 
gen“ im früher dargelegten Sinne) Erscheinun- 
gen anwenden, bei welchen dieselbe Art Elemen- 
tarvorgang sich (eventuell mit variablem ,,Para- 
meter“) im Laufe der Zeit immer wieder wieder- 
holt. Bekanntlich beweist die statistische Me- 
chanik, daß derlei Bewegungsvorgänge durchaus 
nicht selten sind; im Gegenteil, es gehören dazu, 
laut einem Satze von Poincare, die Bewegungen 
aller „endlichen“ mechanischen Systeme konser- 
vativer Art. Sie sind sämtlich ,,quasiperiodisch“ 
(in speziellen Fällen exakt periodisch), d. h. daß 
sich der (beliebige) Anfangszustand im Laufe der 
Zeit mit beliebiger Annäherung wiederholt. Han- 
delt es sich übrigens um Bewegungen moleku- 
larer Systeme, so wird die Häufigkeit gleich- 
artiger Fälle noch durch den Umstand ganz außer- 
ordentlich vermehrt, daß die Individualität che- 
misch identischer Moleküle für physikalische Er- 
scheinungen gleichgültig ist. 


Um die Gesetze des physikalischen Zufalls und 
den Begriff der objektiven, vom Menschen voll- 
ständig unabhängigen Wahrscheinlichkeit noch 
klarer zu verstehen, wollen wir schließlich noch 
einen Vorgang näher betrachten, den man ge- 
sadezu als den vollkommensten Typus dessen be- 
trachten kann, was „zufällig“ genannt wird, d. i. 
den radioaktiven Atomzerfall. Bekanntlich er- 
leiden die Atome des Radiums im Laufe der Zeit 
eine Umwandlung, indem sie sich durch explosive 
Abscheidung je eines a-Teilchens in Atome der 
Emanation transformieren. Dabei läßt sich aber 
an den Radiumatomen keinerlei progressive Evo- 
lution (nach Art des Alterns der Organismen) 
wahrnehmen. Wann ein beliebiges, gerade ins 
Auge gefaßtes Atom eine Umwandlung erleidet, 
das ist absolut zufällig, und es läßt sich das in 
keiner Weise weder beeinflussen noch voraus- 
sehen. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein 
soleher Prozeß gerade im Zeitraum dt stattfindet, 
ist ebenso groß für „junge“ wie für „alte“ Atome 
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und läßt sich somit mathematisch durch die ein- 
fache Beziehung: Wdt=Adt ausdrücken, wo 
i eine absolute Konstante ist, welche durch keine 
uns bekannten Agentien verändert werden kann. 


Auf Grund des vorher Gesagten kann man 
nun ohne weiteres ein Modell des in dieser Er- 
scheinung zum Vorschein kommenden ° Zufalls 
geben: das öfters erwähnte Gefäß des IV.. Ab- 
schnittes mit der hineingeschleuderten Kugel. Wir 
bemerkten schon a. a. O., daß für die Kugel eine 
unveränderliche Austrittswahrscheinlichkeit be- 
steht, und man braucht nur die Größe derselben 
gleich der radioaktiven Umwandlungskonstante zu 
oc 
47° 


derartiger Gefäße von gleichem Volumen und 


setzen: A Hätten wir eine große Anzahl 


würde in jedem derselben eine solche Kugel in 
anderer Richtung in Bewegung gesetzt, so wür- 
den die beiden in Rede stehenden Ereignisse 

Heraustritt einer Kugel aus einem der Gefäße 
und Abschleuderung eines a-Teilchens aus einem 
der Radiumatome (von gleicher Anzahl) 

ständige analoger Weise vor sich gehen. 


in voll- 


Selbstverständlich glaube ich nicht, daß die 
Radiumatome wirklich einen derartigen Bau be- 
sitzen, aber es kommt uns nur auf die prinzipielle 
Möglichkeit der Konstruktion eines rein physi- 
kalischen Modells des „geregelten“ Zufalls an. 
Sie beweist jedenfalls, daß der scheinbare Wider- 
spruch, welchen die im II. Abschnitt aufgewor- 
fene Frage (2) betonte, in Wirklichkeit nicht be- 
steht, und daß der Zufall in dem in der Physik 
gebräuchlichen Sinne des Wortes — selır wohl 
durch exakt definierte, gesetzmäßige Ursachen 
hervorgebracht werden kann. 


Naturgemäß spielt diese Art Zufall die maß- 
eebende Rolle in der Welt der Moleküle, und es 
gibt manche hierher gehörige Erscheinungen, wie 
z. B. die Brownsche Molekularbewegung, welche 
das Wesen desselben in äußerst anschaulicher 
Weise -erkennen lassen. Man könnte vielleicht, 
um solche Fälle den durch willkürliches Ein- 
greifen eines Organismus verursachten gegenüber 
zu stellen, von „molekularem“ und „physiologi- 
schem“ Zufall sprechen; diese beiden Arten wer- 
den sich auch oft zu komplizierteren Zufalls- 
erscheinungen verketten. 


Wenn beispielsweise ein Draht durch wachsende 
Spannung, eine Hohikugel durch inneren Über- 
druck beansprucht wird, so sagt man, der Ort, 
wo ein Bruch stattfindet, die Form der Bruch- 
stücke, hänge vom Zufall ab. Den wirklichen 
Grund können kleine Ungleichförmigkeiten der 
Dicke und dergl. bilden, welche indirekt auf den 
physiologischen Zufall bei Herstellung des be- 
treffenden Objektes zurückzuführen sind. Aber 
auch wenn diese durch genügend große Sorgfalt, 
entsprechende maschinelle Vorrichtungen beliebig 
klein gemacht sind, bleiben zufällige Ungleich- 
förmiekeiten im Gefüge des Materials, welche vom 


wissenschaften 


molekularen Zufall herrühren. Wird beim Guß 
der Hohlkugel auch noch so vorsichtig verfahren, 
es müssen derartige Ungleichförmigkeiten ein- 
treten. Das Erstarren beruht nämlich auf der 
Bildung von Kristallisationskernen in der unter- 
kühlten Schmelze; die Zahl und Anordnung der- 
selben werden aber außer von gesetzmäßigen Ein- 
flüssen (Geschwindigkeit der Abkühlung und 
dergl.) in auschlaggebender Weise vom moleku- 
laren Zufall bestimmt; der letztere’ ist somit für 
die faktisch entstehende mikrokristallinische 
Struktur des Stückes verantwortlich, von welcher 
die Festigkeitseigenschaften abhängen. Daß hier 
zufällige Molekyplarkonstellationen so merkbare 
Folgen nach sich ziehen, beruht, nebstbei bemerkt, 
wieder darauf, daß es sich dabei in letzter Linie 
um Uberschreitungen labiler Gleichgewichtszu- 
stände handelt. 

Auf die weiter sich aufdrängenden Fragen, ob 
sich alle Zufallserscheinungen auf die obigen zwei 
Typen zurückführen lassen, und inwiefern viel- 
leicht im Grunde genommen auch der ‚physio- 
logische“ im „molekularen“ wurzelt, wollen wir 
nicht weiter eingehen. Überhaupt sei nochmals 
wiederholt, daß unsere Studie durchaus nicht eine 
erschöpfende Analyse aller mit dem Wahrschein- 
lichkeitsbegriff zusammenhängenden Probleme 
geben sollte. Es scheint uns aber ein auch für 
den Philosophen äußerst wichtiges Ergebnis zu 
sein, wehn sich auch nur auf einem beschränkten 
Gebiet — dem der mathematischen Physik — 
zeigen läßt, daß der Begriff der Wahrscheinlich- 
weit, in der üblichen Bedeutung eines gesetz- 
mäßigen Häufigkeitswertes zufälliger Ereignisse, 
eine streng objektive Bedeutung besitzt, daß man 
den Begriff und die Genese des Zufalls genau 
präzisieren kann, auch wenn man am Determinis- 
mus festhält, und daß sich dabei das Gesetz der 
großen Zahlen nicht als ein mystisches Prinzip 
und nicht als rein empirischer Erfahrungssatz, 
sondern als ganz einfache mathematische Folge 
der speziellen Form ergibt, welche in derlei 
Fällen den kausalen Zusammenhang darstellt. 

Vielleicht ist es nicht überflüssig, schließlich 
noch zu bemerken, daß der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung im Sinne dieser Auffassungsweise 
natürlich nicht der Wert eines von den sonstigen 
Naturerkenntnissen unabhängigen, neuen For- 
schungsprinzipes zukommt, da sie ja nur eine 
vereinfachende statistische Schematisierung ge- 
wisser in der Natur sehr häufig auftretender 
funktionaler Zusammenhänge bildet, deren exakte 
Untersuchung infolge großer Kompliziertheit sehr 
erschwert ist. Bei der charakteristischen Ent- 
wicklung der’ heutigen Physik im Sinne einer 
Auflösung der physikalischen Erscheinungen in 
„verborgene“ Teilereignisse spielen Zufälligkeit 
und Wahrscheinlichkeit eine wichtige Rolle als 
anschauliche, abklärende Hilfsbegriffe, könnten 
aber zur Not auch vollständig entbehrt werden, 
indem sich jene schematisierenden Methoden 
durch exakt statistische Berechnungen vertreten 
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lassen solltent), Die hier skizzierte Theorie macht uns allerdings auch den Grund begreiflich, warum 
— die Anwendung jener Begriffe unter Verschleie- 
1) Darin besteht wohl der wesentliche Unterschied rane des Detail. An funkti alien Z N 
zwischen der kinetischen Gastheorie (Maxwell, Boltz- ane eee en un Onsen usammen 
mann u. a.) und der statistischen Mechanik (Gibbs), hänge doch hinreichend genaue Endergebnisse zu 
daß sich erstere auf gewisse, zwar recht plausible, aber liefern pflegt, Und wir verstehen, daß sie nament- 
nicht exakt “—— —_—- und at eng lich im Gebiet solcher empirischen Wissenschaf- 
ideen stützt, während letztere (wenigstens im Fro- 1. wo eine exakte mathematische Untersuchung 


gramm, wenn auch nicht ganz in der Durchführung) Bine «Me 2 . > 
unter Vermeidung derselben auf exakt statistische Me- der Teilereignisse ausgeschlossen ist, ein unschätz- 
thoden aufgebaut ist. bares Hilfsmittel bildet. 





Die Naturwissenschaftliche Fakultät der Universitat Frankfurt a. Main hat „dem Geheimen 
Regierungsrat Professor Dr. phil. Max Planck, dem Begründer der Quantentheorie und Entdecker 
des Gesetzes der Energieverteilung im Spektrum der Hohlraumspiegelung zu seinem 60. Geburtstag: 
ehrenhalber Titel und Würde eines Doktors der Naturwissenschaften (Dr. phil. nat. h. e.)“ ver- 
liehen und hat ihm durch Professor von Laue eine Adresse überreichen lassen, die den folgenden 
Wortlaut hat: 

Hochverehrter Herr Kollege! 

Die siegende Kraft, durch welche Sie zu einem Führer im Reiche der physikalischen 
Weltanschauung geworden sind, wurzelt unseres Erachtens in dem Bedürfnis Ihres Forscher- 
geistes nach unbedingter Klarheit über die Grundlagen, auf denen sich dies Weltbild aufbaut. 
Anschaulichkeit verbunden mit begrifflicher Schärfe sind immer die beiden Forderungen. 
welche Sie an diese Grundlagen stellen. 

In diesem Bestreben haben Sie uns zunächst das Meisterwerk Ihrer Thermodynamik 
gegeben und ein Lehrgebäude der theoretischen Physik von unnachsichtlicher Strenge daran 
angeschlossen. Die sich auf solche Art ergebende Einheitlichkeit, welche auch die chemischen 
Erscheinungen weitgehend umfaßt, haben Sie mit Recht als die beste Stütze seiner Zuver- 
lässiekeit angesehen. Von der statischen Wärmelehre ausgehend haben Sie, als Ludwig 
Boltämanns ebenbürtiger Nachfolger, in Ihrer Strahlungstheorie ein vollkommen neues Gebiet 
der naturwissenschaftlichen Forschung erschlossen; denn hier, wo sich die Einheitlichkeit 
des physikalischen Weltbildes als voreilig geschaffen erwies, waren es wiederum Sie, der sie, 
den Zeitgenossen weit vorauseilend, durch die Schöpfung der seither so erfolgreichen Quan- 
tentheorie zerstörte in der festen Zuversicht auf eine bessere und schönere Wiederherstellung. 
Die Krönung Ihres Werkes, das Strahlungsgesetz, wird, solange es Physiker gibt, Ihren Namen 
unvergeBlich machen. 

In diesem großen Wurf rücksichtslosester Forscherehrlichkeit, verbunden wit der Kraft 
sieghaften Könnens, erblicken wir die vorbildliche Tat vines deutschen Meisters, 

Der jungen Frankfurter Universität naturwissenschaftliche Fakultät, hervorgegangen 
aus zwei großen, auf ein Jahrhundert zurückblickenden naturwissenschaftlichen Gesellschaf- 
ten, ist eine der wenigen im Deutschen Reiche, welche Titel und Würde eines Doktors der 
Naturwissenschaften (Dr. phil. nat.) zu vergeben hat. Sie benutzt mit Freuden die Gelegen- 
heit Ihres 60. Geburtstages, und verleiht Ihnen, um der Bewunderung für Ihre Leistungen 
Ausdruck zu geben, hiermit diesen . Titel ehrenhalber. 

Im Auftrage der naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Frankfurt 

der derzeitige Dekan 


Möbius. 


Die Deutsche Physikalische Gesellschaft versammelt sich Freitag, den 26. April, im Phy- 
sikalischen Institut der Universität zur Feier des 60. Geburtstages von Herrn M. Planck zu einer 
Festsitzung. Nach einer Begrüßungsansprache durch den Präsidenten der Physikalisch-Technischen 
teichsanstalt Herrn Warburg spricht Herr ». Laue über Plancks thermodynamische Arbeiten, Herr 
Sommerfeld über die Strahlungs- und Quantentheorie, Herr Einstein über Planck als wissenschaft- 


liche Persönlichkeit. 
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